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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

Η παρούσα Μεταπτυχιακή Διατριβή περιλαμβάνεται στη γενική περιοχή των

γραμμικών Μερικών Διαφορικών Εξισώσεων και στη λεγόμενη Θεωρία των

Ελεύθερων Συνόρων. Οι Μερικές Διαφορικές Εξισώσεις (ΜΔΕ) είναι ίσως

ο πιο σημαντικός σύνδεσμος μεταξύ των Μαθηματικών και άλλων επιστημών.

Τα μοντέλα που εμφανίζονται στη Φυσική, τη Βιολογία, τα Χρηματοοικονομικά

κ.λπ., περιγράφονται μέσω των Μερικών Διαφορικών Εξισώσεων και η μαθη-

ματικά αυστηρή θεμελίωση είναι απαραίτητη για την κατανόηση και επίλυση

των αντίστοιχων προβλημάτων. Ο κύριος σκοπός αυτού του έργου είναι να

μελετήσει τη μαθηματική μεθοδολογία που θεωρείται ευρέως κατάλληλη για μια

αυστηρή μαθηματική ανάλυση των ερωτήσεων που περιλαμβάνονται στον τομέα

των προβλημάτων Ελεύθερων Συνόρων και ειδικότερα σε προβλήματα τύπων

Εμποδίου. Αυτά τα θεωρητικά προβλήματα προκύπτουν με φυσικό τρόπο κα-

τά τη μελέτη διαφόρων φαινομένων. Υποκινούνται από εφαρμογές στη θεωρία

ελαστικότητας, στη θεωρία αλλαγής φάσης υλικών, στις ροές υγρών και ερω-

τήσεων στο γενικό πεδίο της βελτιστοποίησης σχημάτων. Η περιοχή, λόγω της

φύσης των προβλημάτων (άμεση σχέση με την τεχνολογία, φυσικές και οικονο-

μικές επιστήμες) παραμένει εξαιρετικού ενδιαφέροντος. Ο κύριος σκοπός της

παρούσας διατριβής είναι η παρουσίαση της ομαλότητας της λύσης, όπως αυτή

μπορεί να επιτευχθεί για το κλασικό πρόβλημα του Εμποδίου. Στο κεφάλαιο

1 δίνουμε κάποια εισαγωγικά στοιχεία μαζί με την απλούστερη μοντελοποίηση

των προβλημάτων τύπου Εμποδίου καθώς και μια γνωστή εφαρμογή όπου ο
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10 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ

αναγνώστης μπορεί να δει πώς προκύπτει ένα απλό Πρόβλημα Εμποδίου. Στο

κεφάλαιο 2 δίνουμε κάποια χρήσιμα εργαλεια, που θα χρειαστούμε σχετικά με

τους χώρους Sobolev και την σύγκλιση. Στο κεφάλαιο 3 κάνουμε μία σύντο-

μη αναφορά στο Λογισμό των Μεταβολών και την ελαχιστοποίηση ενεργειών.

Στο κεφάλαιο 4 παραθέτουμε το Πρόβλημα Εμποδίου, αποδεικνύοντας ύπαρξη

μοναδικής λύσης, καθώς και χρήσιμες ιδιότητες της λύσης. Στο κεφάλαιο 5 με-

λετούμε τις ιδιότητες διαφορησιμότητας της λύσης του Προβλήματος Εμποδίου.

Στο κεφάλαιο 6 εξετάζουμε την Ομαλότητα της Λύσης και των Παραγώγων της.

Τέλος στο κεφάλαιο 7 δίνουμε ένα παραβολικό τύπο Almgren που μπορεί να

χρησιμοποιηθεί για να δώσει μια διαφορετική απόδειξη της βέλτιστης ομαλότη-

τας ως προς τη χωριακή μεταβλητή για τη λύση στο πρόβλημα το κλασματικού

Λεπτού Εμποδίου. Το μεγαλύτερο μέρος της παρούσας διατριβής στηρίχθηκε

στις σημειώσεις[4].

Τα προβλήματα εμποδίων χαρακτηρίζονται από το γεγονός ότι η λύση πρέπει

να ικανοποιεί μονομερείς περιορισμούς, δηλαδή πρέπει να παραμείνει, στο πεδίο

ορισμού της, ή σε μέρος αυτού, πάνω από μια δεδομένη συνάρτηση, το λεγόμε-

νο εμπόδιο. Το κλασικό Πρόβλημα εμποδίου συνίσταται στην περιγραφή του

σχήματος μιας ελαστικής μεμβράνης που βρίσκεται στην κορυφή ενός δεδομένου

εμποδίου ϕ. Δηλαδή, αναζητούμε μια συνάρτηση u (το σχήμα της μεμβράνης)

που παραμένει πάνω από το εμπόδιο ϕ σε ένα χωρίο Ω, έχει δεδομένες συνορια-

κές τιμές στο ∂Ω και ελαχιστοποιεί το ολοκλήρωμα Dirichlet (ενέργεια). ΄Ενα

δεύτερο δημοφιλές πρόβλημα είναι το λεπτό πρόβλημα εμποδίου (ή πρόβλημα

Signorini). Στο πρόβλημα αυτό ο περιορισμός u(x) ≥ ϕ(x) ζητείται μόνο για

τις τιμές του x που βρίσκονται σε κάποια επιφάνεια D συν-διάστασης 1 μέσα

στο Ω. Μπορεί να θεωρείται ως μοντέλο που περιγράφει το σχήμα μιας ελαστι-

κής μεμβράνης που έχει προσκολληθεί πάνω από ένα πολύ λεπτό εμπόδιο. Στις

εφαρμογές εμφανίζεται κατά τη μελέτη της συγκέντρωσης φυσιολογικού ορού

στη μία πλευρά μιας ημιπερατής μεμβράνης ιδιαιτέρως στις κυτταρικές δομές,

στα χρηματοοικονομικά μαθηματικά κατά την τιμολόγηση ομολόγων αμερικανι-

κού τύπου, κατά πάσα πιθανότητα στη θεωρία των διαδικασιών τύπου Markov

(δείτε [5], [6]) και σε βέλτιστα προβλήματα ελέγχου θερμοκρασίας σε επιφάνειες

(για λεπτομερή περιγραφή των εφαρμογών στη δυναμική υγρών δείτε το βιβλίο

[8]). Στην απλούστερη ελλειπτική περίπτωση, η συνάρτηση u είναι αρμονική
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μακριά από το σύνολο επαφής και υποαρμονική οπουδήποτε αλλού. Τα βασικά

μαθηματικά προβλήματα αφορούν την ομαλότητα της λύσης και την ομαλότη-

τα του ελεύθερο συνόρου της (δηλαδή το σύνολο όπου η μεμβράνη αφήνει το

εμπόδιο). Στη συνέχεια θα προσπαθήσουμε σύντομα να συνδέσουμε το Λογι-

σμό Μεταβολών με το Κλασσικό πρόβλημα του Εμποδίου, και να δούμε κάποιες

τυπικές εφαρμογές του. Εκτενής συζήτηση για τη Θεωρία Μεταβολών γίνεται

στο επόμενο κεφάλαιο. ΄Εστω Ω ένα φραγμενό υποσύνολο του Rn
και

g ∈ W 1,2(Ω), f ∈ L∞(Ω).

Ο ελαχιστοποιητής του συναρτησοειδούς

J(u) =

�
Ω

(|∇u|2 + 2fu) dx

πάνω στο σύνολο

A = {u ∈ W 1,2(Ω) : u− g ∈ W 1,2
0 (Ω)}

επιλύει το πρόβλημα Poisson−∆u+ f = 0 στο Ω

u = g στο ∂Ω

με την έννοια των κατανομών, δηλαδή

�
Ω

(∇u∇φ+ fφ) dx = 0

για όλες τις συναρτήσεις δοκιμής φ ∈ C∞0 (Ω).

΄Εστω τώρα ότι μας δίνεται γνωστή συνάρτηση ψ ∈ C2(Ω), το λεγόμενο

εμπόδιο, που ικανοποιεί τη συνθήκη συμβιβαστότητας

ψ ≤ g στο ∂Ω
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12 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ

υπό την έννοια ότι (ψ − g)+ ∈ W 1,2
0 (Ω). Ελαχιστοποιούμε το συναρτησοειδές

J(u) =

�
Ω

(|∇u|2 + 2fu) dx

αλλά τώρα πάνω από το καινούργιο σύνολο

A = {u ∈ W 1,2(Ω) : u− g ∈ W 1,2
0 (Ω), u ≥ ψ σχεδόν παντού στο Ω}.

΄Οπως και στο πρόβλημα της Αρχής του Dirichlet, μπορούμε να σκεφτούμε το

γράφημα της u ως μια μεμβράνη που στηρίζεται σε ένα έλασμα (τα συνοριακά

δεδομένα). Τώρα όμως το γράφημα της u πρέπει να παραμένει πάνω από το

γράφημα της ψ. Το καινούργιο στοιχείο στην κατάσταση αυτή είναι οτι υπάρχει

υποσύνολο (ή υποσύνολα) του Ω όπου η μεμβράνη ακουμπά το εμπόδιο. Το

σύνολο επαφής Λ := {u = ψ} είναι πιθανόν μη-κενό ενώ το σύνολο Γ :=

∂Λ∩Ω ονομάζεται Ελεύθερο Σύνορο και είναι εκ των προτέρων άγνωστο. Με

μεθόδους αποκοπής (penalization methods) μπορεί να αποδειχθεί ότι

u ∈ W 2,p
loc (Ω), για κάθε 1 < p <∞

και άρα απο το Θεώρημα Εμφύτευσης (Sobolev) θα έχουμε

u ∈ C1,α
loc (Ω), για κάθε 0 < α < 1.

Οπότε μπορούμε να γράψουμε∆u = f στο {u > ψ}

∆u = ∆ψ σχεδον παντού στο {u = ψ}.

και επιπλέον, ∆u ≤ f στο Ω (με την έννοια των κατανομών). Δηλαδή, η

λύση στο Πρόβλημα του Εμποδίου είναι μια συνάρτηση u ∈ W 2,p
loc (Ω) για κάθεΕιρ
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1.1. ΕΝΑ ΑΠΛΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΕΜΠΟΔΙΟΥ 13

1 < p <∞, η οποία ικανοποιεί

−∆u+ f ≥ 0 σχεδον παντού στο Ω

u ≥ ψ σχεδον παντού στο Ω

(−∆u+ f)(u− ψ) = 0 σχεδον παντού στο Ω

u− g ∈ W 1,2
0 (Ω).

Με άλλα λόγια το Πρόβλημα του Εμποδίου είναι ένα πρόβλημα Συμπληρωμα-

τικότητας το οποίο χαρακτηρίζει με μοναδικό τρόπο τους ελαχιστοποιητές. Η

συνθήκη συμπληρωματικότητας συχνά γράφεται ως

min{−∆u+ f, u− ψ} = 0.

Στην περίπτωση τώρα του Προβλήματος Λεπτού Εμποδίου, θεωρούμε Ω ένα

φραγμένο χωρίο στον Rn
καιM είναι μια ομαλή (n−1)−διάστατη πολλαπλότη-

τα. ΄Εστω ότι το M χωρίζει το Ω σε δυο μέρη: τα Ω+
και Ω−. Οι συναρτήσεις

ψ : M → R, g : ∂Ω → R είναι δεδομένες, τέτοιες ώστε g > ψ στο M ∩ ∂Ω.

Το πρόβλημα του Λεπτού Εμποδίου προκύπτει αν ελαχιστοποιούμε το συναρ-

τησοειδές

J(u) =

�
Ω

|∇u|2 dx

πάνω στο σύνολο

A = {u ∈ W 1,2(Ω) : u = g στο ∂Ω και u ≥ ψ στο M ∩ Ω}.

Η συνάρτηση ψ είναι το λεπτό εμπόδιο και η κύρια διαφορά σε σχέση με το

κλασικό Πρόβλημα Εμποδίου έγκειται στο γεγονός ότι ο έξτρα περιορισμός

(η λύση να παραμένει πάνω από το εμπόδιο) ζητείται μόνο στο M και όχι σε

ολόκληρο το Ω.

1.1 ΄Ενα απλό Πρόβλημα Εμποδίου

Στη θεωρία ελέγχου πρέπει να βρούμε μια βέλτιστη επιλογή στρατηγικής έτσι

ώστε ένα λειτουργικό κόστος ή κέρδος να γίνει ελάχιστο ή μέγιστο. Θεωρούμε
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14 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ

το χωρίο Ω ⊂ Rn
φραγμένο, ομαλό και έστω x ∈ Ω. Θεωρούμε μια κίνηση

Brown, την οποία συμβολίζουμε με Wx τέτοια ώστε Wx(0) = x. ΄Εστω ότι

τ = τx είναι η χρονική στιγμή που η κίνηση χτυπάει στο σύνορο ∂Ω και θ είναι

ο χρόνος τερματισμού (σε σχέση με την υποκείμενη διήθηση για την κίνηση

του Brown). Για f και g στο Ω, ορίζουμε το αναμενόμενο κέρδος της παύσης

(τερματισμού) της κίνησης Brown τη χρονική στιγμή θ ∧ τ := min(θ, τ) ως

Jx(θ) := E
[� θ∧τ

0

1

2
f(Wx(s)) ds+ g(Wx(θ ∧ τ))

]
όπου με E συμβολίζουμε την αναμενόμενη τιμή (μέση τιμή). Μεγιστοποιούμε
τώρα ως προς όλους τους πιθανούς χρόνους παύσης (stopping times) και ο-

ρίζουμε

u(x) := sup
θ − stopping time

Jx(θ).

Η τιμή u(x) είναι το μέγιστο αναμενόμενο κέρδος, αν ξεκινήσουμε τη διαδικασία

στο σημείο x. Η φυσιολογική ερώτηση που τίθεται είναι αν υπάρχει βέλτιστος

χρόνος παύσης θ∗ = θ∗x για τον οποίο

Jx(θ
∗) = max

θ
Jx(θ),

και αν υπάρχει πως μπορούμε να βρούμε το θ∗. Η ερώτηση αυτή είναι αρκετά

δύσκολη, και εκ των πραγμάτων θα πρέπει να στρέψουμε την προσοχή μας στη

συνάρτηση u(x). Προκύπτει ότι, μόλις υπολογίσουμε τη συνάρτηση u, μπο-

ρούμε φυσιολογικά να κατασκευάσουμε ένα βέλτιστο θ∗. Η προσέγγιση αυτή

ονομάζεται Δυναμικός Προγραμματισμός. Ας δούμε τώρα μερικές ιδιότητες

της συνάρτησης u. Καταρχήν, μπορούμε να υποθέσουμε θ = 0, δηλαδή να

σταματήσουμε εξ΄ αρχής τη διαδικασία και να συλλέξουμε το κέρδος g(x), άρα

u(x) ≥ g(x) για κάθε x ∈ Ω.

Επιπλέον τ = 0 αν x ∈ ∂Ω, άρα

u(x) = g(x) για κάθε x ∈ ∂Ω.
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1.1. ΕΝΑ ΑΠΛΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΕΜΠΟΔΙΟΥ 15

Θεωρούμε τώρα οποιοδήποτε σημείο x ∈ Ω και σταθεροποιούμε ένα δ > 0. Αν

δεν παύσουμε το φαινόμενο για χρόνο δ τότε, με βάση την αντίστοιχη Στοχα-

στική Διαφορική Εξίσωση, η νέα κατάσταση στο χρόνο δ θα πρέπει να είναι

Wx(δ). Τότε, δεδομένου ότι βρισκόμαστε πλέον στο σημείο Wx(δ), το χει-

ρότερο που μπορούμε να αναμένουμε από κει και πέρα, κατά τη μεγιστοποίηση

του κέρδους είναι u(Wx(δ)). ΄Αρα, αν αποφασίσουμε να μην σταματήσουμε τη

διαδικασία για χρόνο δ, και υποθέτοντας ότι δεν έχουμε κτυπήσει στο σύνορο

∂Ω, το κέρδος είναι

E
[� δ

0

f(Wx(s)) ds+ u(Wx(δ))

]
.

Αφού τώρα η u(x) είναι το supremum των κερδών ως προς όλους τους χρόνους

παύσης, θα έχουμε

u(x) ≥ E
[� δ

0

f(Wx(s)) ds+ u(Wx(δ))

]
.

Χρησιμοποιώντας τον τύπο του Itο̂ προκύπτει ότι

E [u(Wx(δ))] = u(x) + E
[� δ

0

Lu(Wx(s)) ds

]
όπου Lu = −∆u. ΄Αρα

E
[� δ

0

(f(Wx(s)) + Lu(Wx(s))) ds

]
≤ 0.

Διαιρούμε με το δ > 0 και στη συνέχεια στέλνουμε το δ → 0+
και έχουμε

−∆u ≥ f στο Ω.

Τέλος παρατηρούμε ότι παρόλο που

u(x) ≥ g(x) για κάθε x ∈ Ω
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16 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ

αν η αυστηρή ανισότητα ισχύει, δηλαδή

u(x) > g(x) για κάποιο x ∈ Ω

τότε δεν θα είναι η στρατηγική βέλτιστη αν σταματήσουμε τη διαδικασία αμέσως

(όπως περιγράψαμε νωρίτερα). Αφήνουμε το σύστημα λοιπόν να εξελιχθεί για

μικρό χρόνο δ και ο τύπος παραπάνω θα δώσει

−∆u = f

για τα σημεία όπου u > g, δηλαδή

−∆u ≥ f στο Ω

(−∆u− f)(u− g) = 0 στο Ω

u ≥ g στο Ω

u = g στο ∂Ω.

Το πρόβλημα αυτό δεν είναι τίποτε άλλο από ένα πρόβλημα εμποδίου (με δεξιό

μέλος) για την u στο Ω με εμπόδιο τα συνοριακά δεδομένα g(x)!
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Κεφάλαιο 2

Χώροι Sobolev και ασθενής

σύγκλιση

Σε αυτή την ενότητα θα δούμε χρήσιμα εργαλεία για την σύγκλιση συναρτήσε-

ων, τα οποία θα χρειαστούμε για να αποδείξουμε την ύπαρξη ελαχιστοποιητή

σε ενέργειες.

Στην ανάλυση μελετάμε την σύγκλιση ακολουθιών. Πιο συγκεκριμένα,

στο λογισμό των μεταβολών μας ενδιαφέρουν κυρίως ακολουθίες συναρτήσεων

uj(x) για τις οποίες ισχύει ότι:

�
D

|∇uj(x)|2dx ≤ C (2.0.1)

για δεδομένο χωρίο D και σταθερά C, δηλαδή οι παραγώγοι των uj(x) είναι

τετραγωνικά ολοκληρώσιμες.

Ορισμός 2.1. ΄Εστω D ⊂ Rn
. Ορίζουμε L2(D) το σύνολο όλων των συναρ-

τήσεων u(x) στο D τέτοιες ώστε

‖u‖L2(D) =

( �
D

|u(x)|2dx
)1/2

(2.0.2)

Θεώρημα 2.1. Ο χώρος L2(D) με τη νόρμα ‖.‖L2(D) είναι πλήρης.

Απόδειξη. ΄Εστω (un) ∈ L2(D) ακολουθία Cauchy, δηλαδή ∀ε > 0 ∃m ∈ N

17
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18 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΧΩΡΟΙ SOBOLEV ΚΑΙ ΑΣΘΕΝΗΣ ΣΥΓΚΛΙΣΗ

έτσι ώστε ∀n0, n1 ≥ m

‖un0 − un1‖L2(D) ≤ ε.

΄Εστω ε = 1
2k
, k ∈ N. Για συνάρτηση g ∈ L2(D) μη μηδενική, από την ανισότητα

Cauchy − Schwarz προκύπτει ότι:
�
D

|(unk(x)− unk+1
(x))g(x)|dx ≤

∥∥unk − unk+1

∥∥
L2(D)

‖g‖L2(D)

≤ 1

2k
‖g‖L2(D)

Μπορούμε να κάνουμε εναλλαγή αθροίσματος ολοκληρώματος, επομένως ε-

φόσον το ολοκλήρωμα είναι πεπερασμένο ισχύει ότι:

g(x)
∞∑
k=1

|unk − unk+1
| < +∞

σχεδόν παντού στο D. Επομένως

∞∑
k=1

|unk − unk+1
| < +∞

σχεδόν παντού στο D. ΄Αρα υπάρχει συνάρτηση u(x) τέτοια ώστε

lim
k→∞

unk(x) = u(x)

Από το Θεώρημα του Fatou επιλέγουμε nk > m και άρα ισχύει ότι:

‖u− unk‖L2(D) < lim inf
i→∞

‖uni − unk‖L2(D) < ε

Η τελευταία σχέση ισχύει εφόσον η ακολουθία un είναι ακολουθία Cauchy και

άρα u− unk ∈ L2(D). Επομένως

u = u− unk + unk ⇒ u ∈ L2(D)
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Τέλος

‖u− un‖L2(D) ≤ ‖u− unk‖L2(D) + ‖unk − un‖L2(D) < ε

Επομένως ο L2(D) με την ‖.‖2
L (D) είναι πλήρης.

Παρατήρηση 2.2. Το Θεώρημα 2.1 δεν ισχύει γενικά για Riemann ολο-

κληρώσιμες συναρτήσεις. Για παράδειγμα η uj(x) ∈ L2(D), η οποία ορίζεται

ως εξής:

uj(x) =

1, για x ενας απο τους j πρωτους ρητους αριθµους

0, διαφορετικα

είναι Riemann ολοκλοκληρώσιμη εφόσον

� 1

0

|uj(x)|dx = 0

Προφανώς, η ακολουθία uj(x) συγκλίνει σημειακά στη συνάρτηση:

u0(x) =

1 αν x ∈ Q

0 αν x /∈ Q

΄Ομως η u0(x) δεν είναι Riemann ολοκληρώσιμη.

Θεώρημα 2.3 (Bolzano−Weiestrass). ΄Εστω K ⊂ Rn
κλειστό και φραγ-

μένο και {xj}∞j=1 ακολουθία στο σύνολοK. Τότε υπάρχει υποακολουθία {xjk}∞k=1

τέτοια ώστε limk→∞ x
jk ∈ K.

Απόδειξη. Εφόσον το K είναι φραγμένο τότε και η ακολουθία {xj} είναι φραγ-
μένη στο Κ. Παρατηρούμε επίσης, ότι xj = (xj(1), ..., xj(n)).

Η ακολουθία xj(1) είναι φραγμένη στον R. Γνωρίζουμε ότι στον χώρο
(R, |.|) κάθε φραγμένη ακολουθία έχει συγκλίνουσα υποακολουθία. Επομένως,
η xj(1) έχει συγκλίνουσα υποακολουθία τέτοια ώστε:

xjk1 (1)→ x(1).

Ειρ
ήν
η Α
λεξ
άν
δρ
ου



20 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΧΩΡΟΙ SOBOLEV ΚΑΙ ΑΣΘΕΝΗΣ ΣΥΓΚΛΙΣΗ

Επομένως η υποακολουθία xjk1 της xj έχει συγκλίνουσα πρώτη συντεταγμένη.

΄Ομοια, η ακολουθία xjk1 (2) είναι φραγμένη στο R, επομένως έχει συ-
γκλίνουσα υποακολουθία τέτοια ώστε

xjk2 (2)→ x(2).

Επίσης, γνωρίζουμε ότι κάθε υποακολουθία συγκλίνουσας ακολουθίας είναι

συγκλίνουσα με το ίδιο όριο.

Επομένως, η υποακολουθία xjk2 της xj έχει συγκλίνουσες πρώτη και δεύτε-

ρη συντεταγμενη.

Επαναλαμβάνοντας την πιο πάνω διαδικασία n φορές προκύπτει ότι:

xjkn → x

όπου x = (x(1), ..., x(n)).

΄Ομως το σύνολο K είναι κλειστό επομένως x ∈ K.

Το αποτελέσματα του ΘεωρήματοςBolzano−Weiestrass δεν ισχύει γενικά

στον L2(D). Για χώρους άπειρης διάστασης μπορούμε να εξάγουμε κάποια άλλα

αποτελέσματα, για το σκοπό αυτό θα χρειαστούμε τον επόμενο ορισμό.

Ορισμός 2.4. Λέμε ότι η uj συγκλίνει ασθενώς στον L2(D) στο u0
και

γράφουμε uj ⇀ u0
, αν για κάθε συνάρτηση v ∈ L2(D)

�
D

uj(x)v(x)dx→
�
D

u0v(x)dx.

Σημείωση: Παρατηρούμε ότι, χρησιμοποιούμε το συμβολισμό ” ⇀ ” και όχι

”→ ” για την ασθενή σύγκλιση.

Λήμμα 2.5. ΄Εστω ότι uj ⇀ u0
στον L2(D) για κάποιο χωρίο D. Τότε

lim inf
j→∞

∥∥uj∥∥
L2(D)

≥
∥∥u0
∥∥
L2(D)

.
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Απόδειξη.

lim inf
j→∞

(
∥∥uj∥∥2

L2(D)
−
∥∥u0
∥∥2

L2(D)
) = lim inf

j→∞

�
D

(|uj(x)|2 − |u0(x)|2)dx

= lim inf
j→∞

�
D

(|uj(x)|2 − |u0(x)|2 − 2uj(x)u0(x) + 2|u0(x)|2)dx

= lim inf
j→∞

�
D

(|uj(x)− u0(x)|2)dx ≥ 0

όπου στη δεύτερη ισότητα χρησιμοποιήσαμε τον ορισμό της ασθενής συγκλισης

για v(x) = u0(x), δηλαδή

lim
j→∞

�
D

(uj(x)u0(x)− |u0(x)|2)dx = 0

΄Επεται το Λήμμα.

Παρακάτω παραθέτουμε χωρίς απόδειξη κάποιες ιδιότητες, για τους χώρους

Sobolev και τη σύγκλιση ακολουθιών, τις οποίες θα χρειαστούμε στα επόμενα

κεφάλαια. Για τις αποδείξεις των επόμενων αποτελεσμάτων, παραπέμπουμε τον

αναγνώστη στο Κεφάλαιο 2 από τις Σημειώσεις του John Anderson για το

Πρόβλημα Εμποδίου[4].

Θεώρημα 2.6 (Θεώρημα Ασθενής Συμπάγειας). ΄Εστω uj(x) ∈ L2(D), D ⊂ Rn
,

φραγμένη ακολουθία. Τότε υπάρχει υποακολουθία ujk της uj τέτοια ώστε

uj ⇀ u0
για κάποια συνάρτηση u0 ∈ L2(D).

Ορισμός 2.7. ΄Εστω u(x) ολοκληρώσιμη συνάρτηση σε ένα χωρίο D ⊂ Rn
.

Αν υπάρχει ολοκληρώσιμη συνάρτηση w(x) τέτοια ώστε

�
D

∂v(x)

∂xi
u(x)dx = −

�
D

v(x)w(x)dx ∀v ∈ C1
c(D)

Τότε, θα λέμε ότι η συνάρτηση u(x) είναι ασθενώς διαφορίσιμη ως προς την xi

και η w(x) είναι η xi ασθενής παράγωγος της u(x) και θα γράφουμε

w(x) =
∂u(x)

∂xi
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22 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΧΩΡΟΙ SOBOLEV ΚΑΙ ΑΣΘΕΝΗΣ ΣΥΓΚΛΙΣΗ

Ορισμός 2.8. ΄Εστω ότι D ⊂ Rn
και u(x) ∈ L2(D) συνάρτηση ασθενώς

διαφορίσιμη, ως προς όλες τις κατευθύνσεις xi, i = 1, ...n, όπου οι ασθενείς

παραγώγοι
∂u
∂xi
∈ L2(D) για όλα τα i = 1, ...n. Τότε θα λέμε ότι u ∈ W 1,2(D).

Ο χώρος W 1,2(D) εφοδιασμένος με τη νόρμα

‖u‖W 1,2(D) =

( �
D

|u(x)|2dx+

�
D

|∇u(x)|2dx
)1/2

, (2.0.3)

όπου ∇u(x) = ( ∂u
∂x1
, ..., ∂u

∂xn
) καλείται χώρος Sobolev.

Ορίζουμε, τον W k,2(D), που αποτελείται από όλες τις συναρτήσεις που ορίζο-

νται στο χώρο D, για τις οποίες υπάρχουν όλες οι ασθενείς παραγώγοι υπάρχουν

και

‖u‖Wk,2(D) =

( ∑
|α|≤k

|Dαu|2dx
)1/2

<∞.

όπου η άθροιση είναι για όλους τους πολυδείκτες |a| ≤ k.

Λήμμα 2.9. Ο χώρος (W 1,2(D), ‖.‖W 1,2(D)) είναι πλήρης.

Επίσης, κάθε φραγμένη ακολουθία συναρτήσεων uj ∈ W 1,2(D) έχει υπο-

ακολουθία ujk τέτοια ώστε ujk ⇀ u0
και

∂ujk
∂xi

⇀ ∂u0

∂xi
στον L2(D) για κάποια

συνάρτηση u0 ∈ W 1,2(D).

Λήμμα 2.10. Υποθέτουμε ότι u, v ∈ W 1,2(D), τότε max(u, v) ∈ W 1,2(D).

Πιο συγκεκριμένα, για κάθε σταθερά c, max(u, c) ∈ W 1,2(D).

Θεώρημα 2.11 (΄Ιχνους). ΄Εστω D φραγμένο χωρίο με συνεχώς διαφορίσιμο

σύνορο. Τότε υπάρχει τελεστής

T : W 1,2(D)→ L2(∂D), (2.0.4)

ο οποίος προσδιορίζει τις συνοριακές τιμές (ως προς το ίχνος) της u ∈ W 1,2(D),

πάνω στο σύνορο ∂D.

Επίσης, Tu = u|∂D για όλες τις συναρτήσεις u ∈ C(D̄) ∩W 1,2(D).

Πόρισμα 2.12. ΄Εστω D φραγμένο C1
χωρίο και η συνάρτηση u ∈ W 1,2(D),
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για την οποία ισχύει ότι u = f στο ∂D ώς προς το ίχνος. Τότε:

‖u‖L2(D) ≤ C(‖∇u‖L2(D) + ‖f‖L2(∂D)), (2.0.5)

όπου η σταθερά C είναι ανεξάρτητη της u.

Πόρισμα 2.13. ΄Εστω uj ⇀ u0
στον W 1,2(D), όπου D φραγμένο C1

χωρίο.

Υποθέτουμε επίσης ότι, uj = f στο ∂D ως προς το ίχνος. Τότε u0 = f στο

∂D.
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Κεφάλαιο 3

Ο Λογισμός των Μεταβολών

Στο λογισμό των μεταβολών ασχολούμαστε με την εύρεση και περιγραφή ιδιο-

τήτων συναρτήσεων που ελαχιστοποιούν ενέργειες. Πιο συγκεκριμένα αναζη-

τούμε συνάρτηση u(x) η οποία ελαχιστοποιεί την παρακάτω ενέργεια:

J [u] =

�
D

F (∇u(x))dx (3.0.1)

όπου F δεδομένη συνάρτηση και u(x) ∈ K όπου

K =
{
u ∈ W 1,2(D), u(x) = f(x) στο ∂D

}
. (3.0.2)

Σημείωση: Το κυριότερο πρόβλημα στο λογισμό των Μεταβολών είναι η

απόδειξη ύπαρξης του ελαχιστοποιητή στο πρόβλημα ελαχιστοποίησης

(3.0.1) στο σύνολο Κ. Μπορούμε να κατασκευάσουμε παραδείγματα για

τα οποία δεν υπάρχει ελαχιστοποιητής.

25
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26 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3. Ο ΛΟΓΙΣΜΟΣ ΤΩΝ ΜΕΤΑΒΟΛΩΝ

Πιο κάτω θα δούμε ένα εύκολο παράδειγμα μη ύπαρξης ελαχίστου στον R.

Παράδειγμα 1:

0 1 2 3 4

0

5

10

15

Πιο πάνω, βλεπουμε την γραφική παράσταση της συνάρτησης

J [u] =

(u− 2)2, 0 ≤ u < 2

u2, 2 ≤ u ≤ 4

Προφανώς, η συνάρτηση u δεν έχει ελάχιστο στο διαστημα [0, 4].

Επομένως για την ύπαρξη ελαχιστοποιητή χρειαζόμαστε κάποιες επιπλέον

υποθέσεις.

Θεώρημα 3.1. ΄Εστω f(x) μία κάτω ημισυνεχής συνάρτηση (δηλαδή f(x0) =

lim infx→x0 f(x)) σ΄ένα κλειστό και φραγμένο σύνολο K ⊂ Rn
και f(x) > −∞.

Τότε η f(x) έχει ελάχιστο στο σύνολο K.

Απόδειξη. Βήμα 1: Ορίζουμε Vf = {f(x), x ∈ K}. Εφόσον f(x) > −∞, τότε
το Vf είναι κάτω φραγμένο σύνολο και άρα από την Ιδιότητα της Πληρότητας

στους πραγματικούς αριθμούς υπάρχει το infx∈K f(x).

Βήμα 2: Μπορώ να βρω ακολουθία xj ∈ K για την οποία ισχύει ότι:

lim
j→∞

f(xj) = inf
x∈K

f(x)
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Βήμα 3: Εφόσον το K είναι κλειστό και φραγμένο από το θεώρημα Bolzano−
Weiestrass, το K είναι συμπαγές στον Rn

και άρα εφόσον xj ∈ K έχει

συγκλίνουσα υποακολουθία

xjk → x0 ∈ K.

Βήμα 4: Εφόσον η f(x) είναι κάτω ημισυνεχής ισχύει ότι

f(x0) = lim inf
xjk→x0

f(xjk) ≤ lim
jk→∞

f(xjk) = inf
x∈K

f(x).

΄Ομως εξ΄ ορισμού για το infimum ισχύει ότι:

infx∈Kf(x) ≤ f(x0)

Επομένως η f(x) λαμβάνει ελάχιστο στο x0 ∈ K.

Μπορούμε τώρα να ανάγουμε το προηγούμενο θεώρημα στην περίπλοκη πε-

ρίπτωση ελαχιστοποίησης του συναρτησοειδούς (3.0.1) στο σύνολο (3.0.2). Η

δυσκολία που υπάρχει για το πρόβλημα είναι ότι το σύνολο Κ δεν είναι πεπε-

ρασμένης διάστασης, επομένως δε μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε το θεώρημα

Bolzano−Weiestrass.

Παρόλα αυτά μπορούμε να αναπαράξουμε τη διαδικασία του Θεωρήματος 3.1

με την ακόλουθη διαδικασία:

1. Για να δείξουμε ότι το ελάχιστο είναι ένας καλά ορισμένος αριθμός χρει-

άζεται να υποθέσουμε ότι F (∇u) ≥ −C όπου C είναι σταθερά. Επομένως
θα ισχύει ότι J [u] ≥ −C

�
D
dx = −C|D| όπου J [u] το συναρτησοειδές

(3.0.1). Τότε από την ιδιότητα της πληρότητας στους πραγματικούς α-

ριθμούς ορίζεται το infimum.

2. Από την ιδιότητα ύπαρξης του infimum, μπορώ να βρώ ακολουθία

uj ∈ K για την οποία ισχύει ότι

lim
j→∞

J [uj] = inf
v∈K

J [v].
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3. Ο χώρος W 1,2(D) είναι ασθενώς συμπαγής, επομένως αν

∥∥uj∥∥
W 1,2(D)

≤ C (3.0.3)

τότε υπάρχει υποακολουθία ujk για την οποία ισχύει ότι:

ujk ⇀ u0 ∈ W 1,2(D)

Για να επιβεβαιώσουμε ότι ισχύει η σχέση (3.0.3), υποθέτουμε ότι για το

συναρτησοειδές ισχύει ότι:

J [u]→∞ όταν ‖u‖W 1,2(D) →∞ (3.0.4)

Προφανώς από την (3.0.4) προκύπτει ότι η ‖uj‖W 1,2(D) είναι φραγμένη αν

η J [uj] είναι φραγμένη, το οποίο ισχύει εφόσον

J [uj]→ inf
u∈K

J [u] ∈ R

4. Χρειάζεται να δείξουμε ότι το J [u] είναι κάτω ημισυνεχής σε σχέση με

την ασθενή σύγκλιση στον W 1,2(D).

Στην πιο πάνω διαδικασία, είναι εύκολο να αποφασίσουμε κατά πόσο ισχύουν

τα σημεία (1)-(3) για κάποιο συναρτησοειδές J [u] =
�
D
F (∇u)dx. Το σημείο

(4) χρειάζεται περαιτέρω σχολιασμό. Αρχικά πρέπει να βρούμε κάποια κριτήρια

τα οποία θα μας εξασφαλίζουν ότι το συναρτησοειδές είναι κάτω ημισυνεχές.

Για να κατανοήσουμε την πιο περίπλοκη περίπτωση, παρακάτω θα δούμε ένα

εύκολο παράδειγμα.

Παράδειγμα 2: Μελετάμε το πρόβλημα ελαχιστοποίησης στη μία διάσταση.

min JF (f(x)) =

� 1

0

F (f ′(x))dx (3.0.5)

στο σύνολο

K =
{
f ∈ W 1,2(0, 1), f(0) = 0 και f(1) = 1

}
(3.0.6)
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΄Εστω ότι η F (·) είναι συνάρτηση με το παρακάτω γράφημα

−1 0 1 2 3

0

1

2

3

4

f ′(x)

F
′ (
f
′ (
x

))

Εφόσον F (·) ≥ 0 ισχύει ότι JF (f) ≥ 0 για όλες τις f ∈ K.

Εάν όμως

f ′(x) =

0, x ∈ A

2, x /∈ A
(3.0.7)

για κάποιο σύνολο A, τότε η ενέργεια JF (f ′(x)) = 0, εφόσον F (0) =

F (2) = 0 και επομένως οποιαδήποτε συνάρτηση f(x) που ικανοποιεί την

(3.0.7) ελαχιστοποιεί την (3.0.5).

Παρατηρούμε ότι ένας τέτοιος ελαχιστοποιητής μπορεί να προσεγγίσει

αυθαίρετα (ως προς την C0[0, 1] νόρμα), οποιαδήποτε συνάρτηση g(x)

για την οποία ισχύει ότι 0 ≤ g′ ≤ 2.

Αυτό σημαίνει ότι για οποιανδήποτε συνάρτηση g(x) ∈ K για την οποία
ισχύει ότι 0 ≤ g′(x) ≤ 2 μπορούμε να βρούμε ακολουθία f j ∈ K για

την οποία ισχύει ότι f j → g ομοιόμορφα και JF (f j(x)) = 0. ΄Ομως η

JF (g(x)) μπορεί να είναι αυστηρώς θετική, αν για παράδειγμα g(x) = x.

Επομένως το συναρτησοειδές που ορίσαμε στην (3.0.5) δεν είναι κάτω

ημισυνεχές.
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Παρακάτω θα δούμε ότι το πρόβλημα που εμφανίζεται στο προηγούμενο

παράδειγμα δεν οφείλεται στο γεγονός ότι η F μηδενίζεται σε 2 διαφορετικά

σημεία.

Παράδειγμα 3: Μελετάμε την περίπτωση ελαχιστοποίησης του προβλήμα-

τος:

minJG(f(x)) =

� 1

0

G(f ′(x))dx (3.0.8)

στο σύνολο

K =
{
f ∈ W 1,p(0, 1), f(0) = 0 και f(1) = 1

}
όπου η συνάτρτηση G δίνεται από το γράφημα

−1 0 1 2 3

0

2

4

6

f ′(x)

G
′ (
f
′ (
x

))

af ′(x)

Εάν αφαιρέσουμε την γραμμική συνάρτηση af ′(x) από τη συνάρτηση

G(f ′(x)) προκύπτει το γράφημα που μελετήσαμε στο Παράδειγμα 2. Μπο-

ρούμε μάλιστα να υποθέσουμε ότι:

G(f ′(x)) = F (f ′(x)) + af ′(x).

Ειρ
ήν
η Α
λεξ
άν
δρ
ου



31

Επομένως

JG(f(x)) =

� 1

0

G(f ′(x))dx

=

� 1

0

F (f ′(x))dx+ a

� 1

0

f ′(x)dx

=JF (f(x)) + af(1)− af(0)

=JF (f(x)) + a.

Η τελευταία σχέση προκύπτει, εφόσον f ∈ K και af(1) − af(0) = a,

άρα προκύπτει ότι:

JG(f(x)) = JF (f(x)) + a ∀f ∈ K

Εφόσον δεν μπορούμε να βρούμε ελαχιστοποιητή για το JF , δεν μπορούμε

να βρούμε ούτε για το JG.

Συμπέρασμα: Το συναρτησοειδές JG(f(x)) =
� 1

0
G(f ′(x))dx δεν έχει ελα-

χιστοποιητή, εφόσον μπορούμε να ακουμπήσουμε τη γραφική παράσταση

σε δύο διαφορετικά σημεία με μία γραμμική συνάρτηση. Δηλαδή η G

δεν είναι κυρτή. Προφανώς η κυρτότητα είναι μια αναγκαία συνθήκη για

ύπαρξη ελαχιστοποιητή σε οποιασδήποτε διάστασης χώρο Rn
.

Θεώρημα 3.2. ΄Εστω D φραγμένο χωρίο και έστω F : Rn → R μία συνεχώς
παραγωγίσιμη συνάρτηση για την οποία ισχύουν τα εξής:

1. Υπάρχει σταθερά C τέτοια ώστε F (∇u) ≥ −C.

2.
�
D
F (∇u)dx→∞ όταν ‖∇u‖L2(D) →∞.

3. F (p) είναι κυρτή, δηλαδή

F (q) ≥ F (p) + F ′(p)(q − p) ∀ p, q ∈ Rn.
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Τότε για οποιοδήποτε κλειστό, μη κενό σύνολο K ⊂ W 1,2(D) υπάρχει συνάρ-

τηση u ∈ K τέτοια ώστε:
�
D

F (∇u)dx = inf
v∈K

�
D

F (∇v)dx.

Απόδειξη. Αρχικά εφόσον F (∇u) ≥ −C, τότε για οποιαδήποτε u ∈ K ισχύει
ότι:

J(u) =

�
D

F (∇u(x))dx ≥ −C
�
D

dx = −C|D|.

Επομένως το σύνολο των τιμών της J(u) είναι φραγμένο από κάτω και το

m = infu∈K J(u) υπάρχει και είναι καλά ορισμένο.

Επομένως μπορούμε να βρούμε ακολουθία uj ∈ K τέτοια ώστε J(uj) → m.

Παρατηρούμε ότι ‖∇uj‖L2(D) είναι φραγμένο εφόσον
�
D
F (∇u)dx → ∞ όταν

‖∇u‖L2(D) → ∞, τότε από το Θεώρημα 2.6 (Ασθενής Συμπάγειας) υπάρχει
υποακολουθία ujk και μία συνάρτηση u0 ∈ W 1,2(D) για την οποία ujk ⇀ u0

.

Εφόσον το K είναι κλειστό, τότε u0 ∈ K.
Χωρίς βλάβη της γενικότητας, υποθέτουμε ότι η υποακολουθία ujk είναι ο-

λόκληρη η ακολουθία uj. Αρκεί να δέιξουμε ότι J(u0) = m.

΄Εστω ότι j →∞

m←
�
D

F (∇uJ)dx =

�
D

F (∇u0 +∇(uj − u0))dx

≥
�
D

F (∇u0)dx+

�
D

F ′(∇u0)(∇uj −∇u0)dx

→
�
D

F (∇u0)dx+

�
D

F ′(∇u0)(∇u0 −∇u0)dx

=

�
D

F (∇u0)dx

≥ inf
v∈K

J(v) = m

⇒ J(u0) = m,

λόγω της κυρτότητας της F .
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Πρόταση 3.1. ΄Εστω ότι η συνάρτηση F (p) που ορίσαμε στο Θεώρημα 3.2

είναι αυστηρά κυρτή, δηλαδή

F (q) > F (p) + F ′(p)(q − p) ∀q, p ∈ Rn και p 6= q

΄Εστω επίσης ότι το χωρίο D είναι συνεκτικό και το σύνολο K κυρτό. Τότε

μπορώ να βρω μοναδικό ελαχιστοποιητή, μεταξύ όλων των συναρτήσεων με τις

συνοριακές συνθήκες.

Απόδειξη. Υποθέτουμε ότι u(x) ∈ K και v(x) ∈ K δύο ελαχιστοποιητές.

Προφανώς, οι δύο συναρτήσεις θα έχουν την ίδια ενέργεια και άρα:

0 =

�
D

F (∇u(x))dx−
�
D

F (∇v(x))dx ≥
�
D

F ′(∇u(x))(∇(v − u))dx

(3.0.9)

Με την ισότητα να ισχύει αν και μόνο αν ∇v(x) = ∇u(x) εφόσον η F (.) είναι

αυστηρά κυρτή.

Εφόσον τώρα η u είναι ελαχιστοποιητής, v, u ∈ K και το σύνολο K είναι

κυρτό, τοτε για t ∈ [0, 1] ισχύει ότι (1 − t)u(x) + tv(x) ∈ K και επομένως

u(x) + t(v(x)− u(x)) ∈ K.

΄Αρα

0 ≤
�
D

F (∇u(x) + t∇(v(x)− u(x)))dx−
�
D

F (∇u(x))dx.

Διαιρώντας με t και θέτοντας t→ 0 έχουμε ότι:

0 ≤ lim
t→0+

1

t

�
D

F (∇u(x)− t∇(v(x)− u(x)))− F (∇u(x))dx

=

�
D

F ′(∇u(x))∇(v(x)− u(x))dx.

΄Αρα

�
D

F ′(∇u(x))∇(v(x)− u(x))dx ≥ 0. (3.0.10)
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Συγκρίνοντας τις (3.0.9) και (3.0.10) προκύπτει ότι:

�
D

F ′(∇u)∇(v − u)dx = 0

και είδαμε ότι η ισότητα ισχύει αν και μόνο αν ∇v = ∇u, επομένως ∇(v−u) =

0 και άρα v(x) − u(x) είναι σταθερά. ΄Ομως v(x) = u(x) στο ∂D και άρα

v(x)− u(x) = 0 στο D εφόσον είναι συνεκτικό.

΄Αρα προκύπτει το ζητούμενο u(x) = v(x), δηλαδή μοναδικό ελαχιστοποιητή.

Το Θέωρημα 3.2 της ύπαρξη και η Πρόταση 3.1 της μοναδικότητας για

τον ελαχιστοποιητή είναι ιδιαίτερα σημαντικά και έχουν άμεση εφαρμογή στην

απόδειξη του επόμενου Θεωρήματος.

Θεώρημα 3.3. (Αρχή του Dirichlet)

Υποθέτουμε ότι η u ∈ C2(D̄) λύνει το πρόβλημα∆u(x) = h(x) στο D

u(x) = f(x) στο ∂D
(3.0.11)

Τότε

�
D

(
1

2
|u(x)|2 − u(x)h(x))dx = inf

w∈K

�
D

1

2
|∇w(x)|2 − w(x)h(x)dx, (3.0.12)

όπου

K =
{
w ∈ C2(D̄), w(x) = f(x) στο ∂D

}
Αντίστροφα αν η u ∈ K ικανοποιεί την (3.0.12) τότε η u(x) λύνει το πρόβλημα
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Κεφάλαιο 4

Το πρόβλημα Εμποδίου

Στο παρόν κεφάλαιο, θα εξετάσουμε το πρόβλημα εμποδίου. Στο πρόβλημα

εμποδίου αναζητούμε ελαχιστοποιητή για το συναρτησοειδές:

J [u] =

�
D

F (∇u(x))dx =

�
D

|∇u(x)|2dx (4.0.1)

στο σύνολο

K =
{
u ∈ W 1,2(D) , u(x) = f(x) στο ∂D και u(x) ≥ g(x) στο D

}
,

(4.0.2)

όπου D ⊂ Rn
ομαλό, f(x) ομαλή συνάρτηση και g(x) ομαλή συνάρτηση τέτοια

ώστε g|∂D ≤ f(x).

Σημειώνεται ότι το σύνολο Κ είναι κυρτό για όλες τις συναρτήσεις u(x) που

ικανοποιούν τις συνοριακές συνθήκες f(x) και u(x) ≥ g(x) στο χωρίο D.

Η διαφορά μεταξύ του προβλήματος εμποδίου και του προβλήματος ελαχι-

στοποίησης του Θεωρήματος 3.3, είναι ότι στο πρόβλημα εμποδίου αναζητούμε

ελαχιστοποιητή ο οποίος παραμένει πάνω από κάποιο δεδομένο εμπόδιο g(x).

35
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Σχήμα 4.1: Γραφική παράσταση μιας τυπικής λύσης του προβλήματος εμποδίου,

όπου φ(x) δεδομένο εμπόδιο.

Σημείωση: Το πρόβλημα Εμποδίου είναι αρκετά πιο περίπλοκο από το πρόβλη-

μα του Dirichlet. Για παράδειγμα το πρόβλημα εμποδίου έχει ένα ε-

πιπλέον άγνωστο. Συγκεκριμένα, είναι άγνωστο το σύνολο στο οποίο

u(x) = g(x) ή ισοδύναμα το σύνολο Ω = {x; u(x) > g(x)}. Ιδιαίτε-
ρα σημαντικό είναι το σύνορο του συνόλου Ω. Το Γ = ∂Ω ∩ D θα το
ονομάζουμε ελεύθερο σύνορο.

4.1 ΄Υπαρξη λύσης και χρήσιμες Ιδιότητες

Η απόδειξη ύπαρξης λύσης στο πρόβλημα εμποδίου είναι μια απλή εφαρμογή του

Θεωρήματος 3.2. Συγκεκριμένα έχουμε το παρακάτω Θεώρημα.

Θεώρημα 4.1. ΄Εστω D φράγμένο χωρίο με C1
σύνορο, f(x) ∈ C(∂D) και

g(x) ∈ W 1,2(D). Υποθέτουμε επίσης, ότι το σύνολο

K =
{
u ∈ W 1,2(D); u(x) = f(x) στο ∂D και u(x) ≥ g(x) στο D

}
δεν είναι κενό. Τότε υπάρχει μοναδική συνάρτηση u(x) ∈ K τέτοια ώστε:

J(u) =

�
D

|u(x)|2dx ≤
�
D

|v(x)|2dx

για κάθε συνάρτηση v(x) ∈ K.
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Απόδειξη. Για την απόδειξη θα ακολουθήσουμε τα ίδια βήματα όπως και στο

Θεώρημα 3.2. Αρχικά, παρατηρούμε ότι

F (∇u(x)) = |u(x)|2 ≥ 0 ⇒ J(u) ≥ 0.

Επομένως, το σύνολο των τιμών της J(u) είναι κάτω φραγμένο και άρα ορίζεται

το m = infu∈K J(u). Μπορούμε να βρούμε ακολουθία uj ∈ K τέτοια ώστε:

J(uj)→ inf
v∈K

J(v) = m.

Ισχύει επίσης ότι αν ‖∇u‖L2(D) →∞ ⇒ J(u)→∞. ΄Αρα εφόσον, J(uj)→
m, ισχύει ότι το ‖∇uj‖L2(D) είναι επίσης φραγμένο και από το Πόρισμα 2.12

προκύπτει ότι το ‖uj‖W 1,2(D) είναι φραγμένο.

Μπορούμε τώρα να βρούμε υποακολουθία τέτοια ώστε:

ujk ⇀ u0 ∈ W 1,2(D).

Από το Πόρισμα 2.13 u0(x) = f(x) στο ∂D και άρα u0 ∈ K

J(u0) = inf
v∈K

J(v).

Από την αυστηρή κυρτότητα του συναρτησοειδές J(u) και την Πρόταση 3.1

υπάρχει μοναδική λύση στο προβλημα.

Σημείωση: Το Θεώρημα 4.1 δε μας υποδεικνύει πώς να υπολογίσουμε τον

ελαχιστοποιητή. Ακόμη και αν έχουμε ένα καλά ορισμένο χωρίο και ομα-

λές συναρτήσεις f(x) και g(x) δε γνωρίζουμε πώς να υπολογίσουμε την

τιμή της u(x). Ωστόσο, έχουμε ένα μοναδικό ελαχιστοποιητή τον οποίο

πρέπει να περιγράψουμε όσο το δυνατό πληρέστερα.

Ωστόσο, υπάρχουν κάποια ερωτήματα που μας απασχολούν σε αυτού του

είδους προβλήματα. Για παράδειγμα:

1. Υπάρχει κάποια διαφορική εξίσωση την οποία ικανοποιεί, ο ελαχιστο-

ποιητής u(x) του προβλήματος εμποδίου (όπως ο ελαχιστοποιητής στο

Θεώρημα 3.3 ο οποίος ικανοποιεί το πρόβλημα του Dirchlet);

Ειρ
ήν
η Α
λεξ
άν
δρ
ου



38 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4. ΤΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΕΜΠΟΔΙΟΥ

2. Υπάρχουν άλλες καλές ιδιότητες τις οποίες ικανοποιεί η λύση του προ-

βήματος εμποδίου (αν για παράδειγμα είναι συνεχής, παραγωγίσιμη και

αναλυτική);

3. Τι μπορούμε να πούμε για το σύνολο Ω και το σύνορο του;

Μεταβολικές Ανισότητες ΄Εστω ότι η u(x) ελαχιστοποιεί το J(u) =�
D
|∇u(x)|2dx σε ένα κυρτό σύνολο Κ (όπως του προβλήματος εμπο-

δίου) και v ∈ K, τότε (1− t)u+ tv ∈ K για όλα τις τιμές του t ∈ [0, 1].

Εφόσον u(x) είναι ελαχιστοποιητής έχουμε ότι:

�
D

|∇u|2dx ≤
�
D

|∇((1− t)u+ tv))|2dx =

�
D

|∇(u+ t(v − u))|2dx

(4.1.1)

⇒
�
D

(
2t∇u∇(v − u) + t2|∇(v − u)|2

)
dx ≥ 0. (4.1.2)

Διαιρούμε την (4.1.2) με t και θέτουμε t→ 0, τότε

�
D

∇u∇(v − u)dx ≥ 0. (4.1.3)

Αυτή η ανισότητα καλείται μεταβολική ανισότητα.

Αν τώρα επιλέξουμε v(x) και ισχύει ότι (1 − t)u + tv ∈ K για όλα τα

t ∈ (−ε, ε), τότε:
�
D

∇u∇(v − u)dx = 0. (4.1.4)

Μπορούμε, εύκολα να δούμε πώς προκύπτει η (4.1.4), επαναλαμβάνοντας

την προηγούμενη διαδικασία για t < 0.

Πρόταση 4.2. ΄Εστω ότι έχουμε το πρόβλημα εμποδίου, στο οποίο αναζητούμε

ελαχιστοποιητή για το συναρτησοείδες (4.0.1) στο σύνολο (4.0.2), τότε u(x) =

g(x) μόνο αν ∆g(x) ≤ 0.
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Απόδειξη. Επιλέγουμε v(x) = u(x) + φ(x), για οποιαδήποτε φ ≥ 0 και φ ∈
W 1,2(D) με συμπαγή φορέα, τότε από την (4.1.3) προκύπτει ότι:

�
D

∇u∇φdx ≥ 0 (4.1.5)

Εάν όμως, supp(φ) ⊂ {u(x) > g(x)}, τότε η (1− t)u+ tv ∈ K για όλα τα
t ∈ (−ε, ε), επομένως από την (4.1.4) ισχύει ότι:

�
D

∇u∇φdx = 0. (4.1.6)

Ολοκληρώνοντας κατα μέρη την (4.1.5) έχουμε ότι:

0 ≤
�
D

∇u∇(φ)dx = −
�
D

φ∆udx. (4.1.7)

Εφόσον φ ≥ 0, από την (4.1.7) προκύπτει ότι ∆u ≤ 0 στο σύνολο D. ΄Ομοια,

από την (4.1.6) ∆u = 0 στο σύνολο {x ∈ D; u(x) > g(x)}.
Επομένως, η ισότητα u(x) = g(x) ισχύει μόνο άν ∆g ≤ 0.

Σημείωση: Το πρόβλημα που προκύπτει στον υπολογισμό της (4.1.7) είναι

ότι υποθέσαμε ότι η u(x) έχει δεύτερες παραγώγους. Επομένως, θα

πρέπει κατά κάποιο τρόπο να εξασφαλίσουμε ότι για τη u(x) ορίζονται οι

δεύτερες παραγώγοι της. Ωστόσο, θα πρέπει να αναπτύξουμε μια θεωρία

κανονικότητας για το πρόβλημα εμποδίου. Στόχος μας είναι να δείξουμε

ότι η λύση στο πρόβλημα εμποδίου έχει ασθενές παραγώγους δευτέρας

τάξεως. Για τον σκοπό αυτό, θα χρειαστεί να κάνουμε κάποια υπόθεση

και να διαφοροποιήσουμε ελαφρώς το πρόβλημα.

4.2 Κανονικοποιημένες λύσεις προβλήματος

Εμποδίου

Σε αυτή την ενότητα, θα απλοποιήσουμε το πρόβλημα εμποδίου που είδαμε στο

παρόν κεφάλαιο, κάνοντας κάποιες υποθέσεις, έτσι ώστε να εξάγουμε αποτε-

λέσματα χρήσιμα για την συνέχεια της εργασίας.
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Υποθέτουμε ότι g ∈ C2(D) και ορίζουμε v(x) = u(x) − g(x) ≥ 0 όπου

u(x) ∈ K ελαχιστοποιεί το πρόβλημα εμποδίου τότε:
�
D

|∇u(x)|2dx =

�
D

|∇(v(x) + g(x))|2dx

=

�
D

|∇v(x)|2dx+

�
D

2∇v(x)∇g(x)dx+

�
D

|∇g(x)|2dx

=

�
D

|∇v(x)|2dx− 2

�
D

v(x)∆g(x)dx+ 2

�
∂D

v(x)
∂g(x)

∂−→v
dS +

�
D

|∇g(x)|2dx

= 2

( �
D

(
1

2
|∇v(x)|2 − v(x)∆g(x))dx

)
+ 2

�
∂D

v(x)
∂g(x)

∂−→v
dS +

�
D

|∇g(x)|2dx

όπου η τρίτη ισότητα προκύπτει εύκολα αν χρησιμοποιήσουμε τους τύπους του

Green. Σημειώνεται επίσης ότι, εφόσον η g(x) είναι δεδομένη συνάρτηση (α-

νεξάρτητη της v(x)), το ολοκλήρωμα
�
D
|∇g(x)|2dx είναι ανεξάρτητο της v(x).

Επίσης, v(x) = u(x) − g(x) = f(x) − g(x) στο ∂D, εφόσον u ∈ K, δηλαδή
u(x) = f(x) στο ∂D. Ειδικότερα, προκύπτει ότι:

�
D

|∇g(x)|2dx+ 2

�
∂D

v(x)
∂g(x)

∂−→v
dS

=

�
D

|∇g(x)|2dx+ 2

�
∂D

(f(x)− g(x))
∂g(x)

∂−→v
dS

όπου είναι απλά μία σταθερά ανεξάρτητη της v(x). Επομένως η v(x) ελαχιστο-

ποιεί το συναρτησοειδές:

�
D

(
1

2
|∇v(x)|2 − v(x)∆g(x))dx (4.2.1)

στο σύνολο:

K =
{
v ∈ W 1,2(D); v(x) ≥ 0 και v(x) = f(x)− g(x) στο ∂D

}
. (4.2.2)

Σημείωση: Σε πολλές περιπτώσεις είναι ευκολότερο να μελετάμε τη συνάρ-

τηση v(x) παρά την u(x). Ειδικότερα είναι ευκολότερο να μελετάμε τη

συνάρτηση v(x) εάν ∆g(x) = −1.
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Ορισμός 4.3. Λέμε ότι η συνάρτηση u(x) είναι λύση στο ομαλοποιημένο

πρόβλημα εμποδίου εάν ελαχιστοποιεί το συναρτησοειδές:

�
D

(
1

2
|∇u(x)|2 + u(x)

)
dx (4.2.3)

στο σύνολο συναρτήσεων:

K =
{
u ∈ W 1,2(D); u(x) ≥ 0 και u(x) = f(x) στο ∂D

}
. (4.2.4)
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Κεφάλαιο 5

Θεωρία Κανονικότητας

Στο παρόν κεφάλαιο, θα ερευνήσουμε ιδιότητες διαφορησιμότητας της λύσης

του προβλήματος εμποδίου στο χώρο W 2,2(D).

Πρόταση 5.1. Υποθέτουμε ότι η u(x) είναι λύση στο ομαλοποιημένο πρόβλη-

μα εμποδίου στην BR(0) ως προς κάποιες συνοριακές συνθήκες. Τότε για ο-

ποιοδήποτε R0 < R ισχύει ότι:

‖∇u(x)‖L2(BR(0)) ≤
C

R−R0

‖u(x)‖L2(BR(0)) . (5.0.1)

Απόδειξη. Εφόσον u(x) είναι λύση στο ομαλοποιημένο πρόβλημα εμποδίου, αυ-

τό που σκοπεύουμε να κάνουμε είναι να συγκρίνουμε την ενέργεια της συνάρ-

τησης u(x) με μία άλλη κατάλληλα επιλεγμένη συνάρτηση.

Επιλέγουμε φ(x) = ψ2(x)u(x), όπου ψ ∈ C∞c (BR(0)), ψ(x) = 1 στην BR0(0)

και

|∇ψ(x)| ≤ 2

R−R0

.

Παρατηρούμε ότι φ(x) ≥ 0 και η συνάρτηση u(x) + tφ(x) ∈ K, για κάθε
t ∈ (−1, 1), όπου Κ το σύνολο του Ορισμού 4.3. ΄Αρα, έχουμε ότι:

�
BR(0)

(
1

2
|∇u(x)|2 + u(x)

)
dx ≤

�
BR(0)

(
1

2
|∇(u(x) + tφ(x))|2 + u(x) + tφ(x)

)
dx.

43
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Από την τελευταία σχέση εύκολα προκύπτει ότι:

0 ≤
�
BR(0)

(
t∇u(x)∇φ(x) +

t2

2
|∇φ(x)|2 + tφ(x)

)
dx.

Διαιρούμε την τελευταία σχέση με t και θέτουμε t → 0 (το t μπορεί να πάρει

και θετικές και αρνητικές τιμες). Τότε, από τις μεταβολικές ανισότητες που

μελετήσαμε στο Κεφάλαιο 4 προκύπτει ότι:

0 =

�
BR(0)

(
∇u(x)∇φ(x) + φ(x)

)
dx. (5.0.2)

Εξ΄ ορισμού της συνάρτησης φ(x) η (5.0.2) γράφεται ως:

0 =

�
BR(0)

(
ψ2(x)|∇u(x)|2 + 2u(x)ψ(x)∇ψ(x)∇u(x) + φ(x)

)
dx. (5.0.3)

Αναδιατάσσουμε την (5.0.3) και παίρνουμε:

�
BR(0)

ψ2(x)|∇u(x)|2dx = −
�
BR(0)

(2u(x)ψ(x)∇ψ(x)∇u(x)− φ(x))dx

(5.0.4)

≤ −
�
BR(0)

2u(x)ψ(x)∇ψ(x)∇u(x)dx (5.0.5)

≤
( �

BR(0)

ψ2(x)|∇u(x)|2
) 1

2
( �

BR(0)

4u2(x)|∇ψ(x)|2dx
)1/2

.

(5.0.6)

Οπου, στην τελευταία ανισότητα χρησιμοποιούμε την ανισότητα Cauchy −
Schwartz. Υψώνουμε στο τετράγωνο τα δύο μέρη της τελευταίας ανισότη-

τας και διαιρούμε με

�
BR(0)
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για να προκύψει ότι:

�
BR(0)

ψ2(x)|∇u(x)|2dx ≤
�
BR(0)

4u2(x)|∇ψ(x)|2dx.

Εφόσον R0 < R, ψ(x) = 1 στην BR0(0) και |∇ψ(x)| ≤ 2
R−R0

προκύπτει ότι:

�
BR0

(0)

|∇u(x)|2dx =

�
BR0

(0)

|∇u(x)|2ψ2(x)dx

≤
�
BR(0)

|∇u(x)|2ψ2(x)dx

≤
�
BR(0)

4u2(x)|∇ψ(x)|2dx

≤ 16

(R−R0)2

�
BR(0)

u2(x)dx,

δηλαδή το ζητούμενο.

5.1 Δεύτερες Παραγώγοι της λύσης

Σε αυτή την ενότητα, θα δείξουμε ότι η λύση του ομαλοποιημένου προβλήματος

εμποδίου έχει ασθενές δεύτερες παραγώγους. Παρακάτω θα χρησιμοποιήσουμε

τους συμβολισμόυς e1 = (1, 0, ..., 0), ..., ei = (0, ..., 0, 1, 0, ..., 0).

Λήμμα 5.2. ΄Εστω u(x) λύση του ομαλοποιημένου προβλήματος εμποδίου στο

χωρίο D. Τότε, για κάθε συμπαγές σύνολο C ⊂ D, υπάρχει σταθερα C η οποία

εξαρτάται μόνο απο την dist(C, Dc) και

�
C

∣∣∣∣∇(u(x+ eih)− u(x))

h

∣∣∣∣2dx ≤ C

�
D

∣∣∣∣(u(x+ eih)− u(x))

h

∣∣∣∣2dx (5.1.1)

για κάθε h ∈ R, για το οποίο ισχύει ότι |h| < dist(C,Dc)
2

.

Απόδειξη. Από τις μεταβολικές ανισότητες, που είδαμε στο Κεφάλαιο 4, γνω-

ρίζουμε ότι για κάθε φ(x) με συμπαγή φορέα, για την οποία ισχύει ότι
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u(x) + tφ ∈ K, όπου t ∈ (0, ε) όπου ε > 0 μικρό, τότε ισχύει:

0 ≤
�
D

(∇u(x)∇φ(x) + φ(x))dx. (5.1.2)

Τώρα, επιλέγουμε φ(x) = ψ2(x)(u(x + eih) − u(x)) όπου ψ(x) ∈ C∞c (D) και

η οποία ικανοποιεί τα εξής:

1. 0 ≤ ψ(x) ≤ 1 για όλα τα x ∈ D

2. ψ(x) = 1 για x ∈ C

3. ψ(x) = 0 για όλα τα x για τα οποία ισχύουν ότι dist(x,C) > dist(C,Dc)
2

4. |∇ψ(x)| < 4
dist(C,Dc)

Παρατηρούμε ότι για κάθε t ∈ [0, 1) ισχύει ότι:

u(x) + tφ(x) = u(x) + tψ2(x)((u(x+ eih)− u(x)))

= (1− tψ2(x))u(x) + tψ2(x)u(x+ eih)

≥ 0

εφόσον u(x) ≥ 0. Σημειώνεται ότι, η u(x) ορίζεται στο D και άρα η u(x+ eih)

ορίζεται στο σύνολο

D−h = {x : x+ eih ∈ K} .

Επομένως, η u(x) + tφ ορίζεται μόνο στο σύνολο D−h ∩ D ⊂ D. Ισχύει ε-

πίσης ότι ψ(x) = 0 για x ∈ D\(D−h ∩ D), εφόσον |h| < dist(C,Dc)
2

και άρα

dist(x,C) > dist(C,Dc)
2

. Επομένως, αν πάρουμε την συνάρτηση u(x) + tφ(x)

στο σύνολο D−h ∩ D (φ(x) η συνάρτηση που ορίσαμε προηγουμένως) και

φ(x) = 0 στο D\(D−h ∩D), όπου |h| < dist(C,Dc)
2

, τότε έχουμε μια καλά ορι-

σμένη συνάρτηση.

Παρατηρούμε, επίσης ότι

u(x) + tφ(x) = tψ2(x)(u(x+ eih)− u(x)) + u(x) = f(x) στο ∂D.
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Επομένως u(x) + tφ(x) ∈ K. Από την (5.1.2) προκύπτει:
�
D

(
∇u(x)∇(ψ2(x)(u(x+ eih)− u(x))) + ψ2(x)(u(x+ eih)− u(x))

)
dx ≥ 0.

(5.1.3)

Ας υποθέσουμε τώρα ότι η u(x+eih) είναι ελαχιστοποιητής, στο ομαλοποιημένο

πρόβλημα εμποδίου, σε ένα ελαφρώς μετατοπισμένο χωρίο και με συνοριακές

τιμές την f(x + eih). ΄Ομοια με παραπάνω επιλέγοντας φ(x) = ψ2(x)(u(x) −
u(x+ eih)) προκύπτει:

�
D

(
∇u(x+ eih)∇(ψ2(x)(u(x)− u(x+ eih))) + ψ2(x)(u(x)− u(x+ eih))

)
dx ≥ 0.

(5.1.4)

Προσθέτουμε τις (5.1.3) και (5.1.4) και αναδιατάσσουμε κατάλληλα τους όρους

για να προκύψει:

0 ≥
�
D

∇(u(x+ eih)− u(x))∇(ψ2(x)(u(x+ eih)− u(x)))dx

=

�
D

ψ2(x)

∣∣∣∣∇(u(x+ eih)− u(x))

∣∣∣∣2dx
+

�
D

2ψ(x)(u(x+ eih)− u(x))∇ψ(x)∇(u(x+ eih)− u(x))dx.

Επομένως έχουμε ότι:

�
D

ψ2(x)

∣∣∣∣∇(u(x+ eih)− u(x))

∣∣∣∣2dx ≤
≤ −2

�
D

ψ(x)(u(x+ eih)− u(x))ψ(x)∇(u(x+ eih)− u(x))dx.

(5.1.5)

Στη συνέχεια της απόδειξης θα χρειαστούμε την ανισότητα, 2vw ≤ 2|v|2 −
1
2
|w|2 για v,w ∈ R. ΄Αρα, έχουμε:

2(u(x+ eih)− u(x))∇ψ(x)ψ(x)∇(u(x+ eih)− u(x)) ≤

≤ 8|∇ψ(x)|2(u(x+ eih)− u(x))2 +
1

2
ψ2(x)|∇(u(x+ eih)− u(x))|2.
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Χρησιμοποιώντας την τελευταία ανισότητα στην (5.1.5) προκύπτει ότι:

�
D

ψ2(x)|∇(u(x+ eih)− u(x))|2dx ≤
�
D

16|∇ψ(x)|2(u(x+ eih)− u(x))2dx.

(5.1.6)

Εφόσον ψ(x) = 1 στο C, τότε:

�
C

|∇(u(x+ eih)− u(x))|2dx =

�
C

ψ2(x)|2dx

≤
�
D

ψ2(x)|∇(u(x+ eih)− u(x))|2

≤
�
D

16|∇ψ(x)|2(u(x+ eih)− u(x))2dx.

Χρησιμοποιούμε ότι |∇ψ(x)| < 4
dist(C,Dc)

και

�
C

|∇(u(x+ eih)− u(x))|2dx ≤ 256

dist(C, Dc)

�
D

(u(x+ eih)− u(x))2dx.

(5.1.7)

Διαιρώντας την (5.1.7) με h2
προκύπτει το ζητούμενο.

Λήμμα 5.3. Υποθέτουμε ότι u ∈ W 1,2(D) και C ⊂ D συμπαγές σύνολο, τότε

για κάθε |h| ≤ dist(C, Dc) ισχύει ότι:

�
C

∣∣∣∣u(x+ eih)− u(x)

h

∣∣∣∣2dx ≤ �
D

∣∣∣∣∂u(x)

∂xi

∣∣∣∣2dx. (5.1.8)

Απόδειξη. Για την απόδειξη του λήμματος, θα χρειαστεί να θεωρήσουμε δεδο-

μένο, ότι ισχύει το Θεμελιώδες Θεώρημα του Απειροστικού Λογισμού στους

χώρους Sobolev. Επίσης, θα χρειαστούμε την ανισότητα Cauchy−Schwartz,
δηλαδή αν f ∈ L2(S) και |S| το εμβαδό του S,τότε:∣∣∣∣ �

S

|f(x)|dx
∣∣∣∣2 ≤ |S| �

S

|f(x)|2dx. (5.1.9)
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Απο το Θεμελιώδες Θεώρημα του Απειροστικού Λογισμού γνωρίζουμε ότι:

u(x+ eih)− u(x)

h
=

1

h

� h

0

∂u(x+ eis)

∂xi
ds. (5.1.10)

Επομένως,

�
C

∣∣∣∣u(x+ eih)− u(x)

h

∣∣∣∣2dx =

�
C

∣∣∣∣1h
� h

0

∂u(x+ eis)

∂xi
ds

∣∣∣∣2dx
≤

�
C

1

|h|

� h

0

∣∣∣∣∂u(x+ eis)

∂xi

∣∣∣∣2dsdx,
(5.1.11)

όπου στην τελευταία ανισότητα χρησιμοποιούμε την ανισότητα Cauchy−Schwartz.
Από το Θεώρημα του Fubini προκύπτει:

�
C

1

h

� h

0

∣∣∣∣∂u(x+ eis)

∂xi

∣∣∣∣2dsdx =
1

h

� h

0

�
C

∣∣∣∣∂u(x+ eis)

∂
xi

∣∣∣∣2dxds
≤ 1

h

� h

0

�
D

∣∣∣∣∂u(x)

∂xi

∣∣∣∣2dxds
=

�
D

∣∣∣∣∂u(x)

∂xi

∣∣∣∣2dx,
(5.1.12)

όπου, χρησιμοποιήσαμε ότι C ⊂ D και ότι |h| ≤ dist(C, Dc). Απο τις (5.1.11)

και (5.1.12) προκύπτει το ζητούμενο.

Λήμμα 5.4. ΄ΕστωC ⊂ D συμπαγές σύνολο. Υποθέτουμε επίσης ότι u(x) ∈ L2(D)

και έστω ότι υπάρχει σταθερά C όπου ισχύει ότι:

�
C

∣∣∣∣u(x+ eih)− u(x)

h

∣∣∣∣2dx ≤ C (5.1.13)

για όλα τα |h| < δ. Τότε ορίζεται η ασθενής παραγωγος ∂u
∂xi
στο C και μάλιστα:

�
C

∣∣∣∣∂u(x)

∂xi

∣∣∣∣2dx ≤ C. (5.1.14)

Απόδειξη. Αρχικά, παρατηρούμε από την (5.1.13) ότι για οποιαδήποτε ακολου-

θία hj → 0 η συνάρτηση
u(x+eihj)−u(x)

hj
είναι φραγμένη στο χώρο L2(C). Επο-
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μένως από το Θέωρημα 2.6 ασθενής συμπάγειας υπάρχει υποακολουθία (χωρίς

βλάβη της γενικότητας θα την συμβολίζουμε με hj) τέτοια ώστε:

vj(x) =
u(x+ eihj)− u(x)

hj
⇀ gi(x) ∈ L2(C). (5.1.15)

Από το Λήμμα 2.5 ισχύει ότι:

‖gi(x)‖L2(C) ≤ lim inf
j→∞

∥∥vji∥∥L2(C)
≤ C

⇒ ‖gi(x)‖L2(C) ≤ C.
(5.1.16)

Ισχυρισμός: Η gi(x) είναι η xi-ασθενής παράγωγος της u(x).

Απόδειξη Ισχυρισμού: Υποθέτουμε ότι φ ∈ C1
c (C) οποιαδήποτε συνάρ-

τηση τότε:

−
�
C

∂φ(x)

∂xi
u(x)dx = lim

hj→0
−
�
C

φ(x+ eihj)− φ(x)

hj
u(x)dx =

= lim
hj→0
− 1

hj

( �
C

φ(x+ eihj)u(x)dx−
�
C

φ(x)u(x)dx

)
=


αλλ. µεταβλ.

x+ eihj → x

στη φ(x+ eihj)

= lim
hj→0
− 1

hj

( �
C+eihj

φ(x)u(x− eihj)dx−
�
C

φ(x)u(x)dx

)

Εφόσον η φ(x) έχει συμπαγή φορέα στο C τότε έχουμε ότι:

−
�
C

∂φ(x)

∂xi
u(x)dx = lim

hj→0

�
C+eihj

φ(x)
u(x)− u(x+ eihj)− u(x)

hj
dx

=

 αλλ. µεταβλ.

x− eihj → x

= lim
hj→0

�
C

φ(x+ eihj)
u(x+ eihj)− u(x)

hj
dx

⇀

�
C

φ(x)gi(x)dx.

Ειρ
ήν
η Α
λεξ
άν
δρ
ου



5.1. ΔΕΥΤΕΡΕΣ ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ ΤΗΣ ΛΥΣΗΣ 51

Εξ
′
ορισμού της ασθενής παραγώγου:

gi(x) =
∂u(x)

∂xi
.

Από την (5.1.16) προκύπτει το ζητούμενο δηλαδή:

�
C

∣∣∣∣∂u(x)

∂xi

∣∣∣∣2dx ≤ C.

Συνοψίζοντας όλα τα προηγούμενα καταλήγουμε στο παρακάτω θεώρημα:

Θεώρημα 5.5. ΄Εστω u(x) λύση στο ομαλοποιημένο πρόβλημα εμποδίου, τότε

η u(x) έχει ασθενείς παραγώγους δευτέρας τάξεως σε οποιοδήποτε συμπαγές

σύνολο C ⊂ D και υπάρχει σταθερά Cc(εξαρτάται μόνο από το σύνολο C) τέτοιο

ώστε για κάθε i

�
C

∣∣∣∣∇∂u(x)

∂xi

∣∣∣∣2dx ≤ Cc

�
D

∣∣∣∣∂u(x)

∂xi

∣∣∣∣2dx. (5.1.17)

Ειδικότερα:

�
C

|D2u(x)|2dx ≤ Cc

�
D

|∇u(x)|2dx. (5.1.18)

Απόδειξη. Από το Λήμμα 5.2 και το Λήμμα 5.3 προκύπτει ότι:

�
C

∣∣∣∣∇(u(x+ eihj)− u(x))

h

∣∣∣∣2dx ≤ C

�
D

∣∣∣∣∂u(x)

∂xi

∣∣∣∣2dx (5.1.19)

Τότε από το Λήμμα 5.4 και την (5.1.19) προκύπτει ότι η ∇u(x) είναι ασθενώς

διαφορίσιμη ως προς το xi και μάλιστα:

�
C

∣∣∣∣∇∂u(x)

∂xi

∣∣∣∣2dx ≤ Cc

�
D

∣∣∣∣∂u(x)

∂xi

∣∣∣∣2dx. (5.1.20)

Επομένως προκύπτει η (5.1.17). Αθροίζοντας την τελευταία ως προς i τότε
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προκύπτει η (5.1.18).

5.2 Οι εξισώσεις Euler − Lagrange

Σε αυτή την ενότητα, σκοπός μας είναι να αποδείξουμε ότι η λύση του ομαλο-

ποιημένου προβλήματος εμποδίου ικανοποιεί τις εξισώσεις Euler − Lagrange.
Εφόσον προηγουμένως έχουμε εξασφαλίσει ότι για τη λύση ορίζονται οι παρα-

γώγοι δευτέρας τάξεως μπορούμε να αποδείξουμε το ακόλουθο Θεώρημα:

Θεώρημα 5.6. Υποθέτουμε ότι, το σύνολο D είναι ένα C1
χωρίο και ότι η

u(x) ελαχιστοποιεί την

�
D

(
1

2
|∇u(x)|2 + u(x))dx

στο σύνολο συναρτήσεων

K =
{
u ∈ W 1,2(D); u(x) ≥ 0 και u(x) = f(x) στο ∂D

}
.

Τότε: 
∆u(x) = X{u(x)>0} στο D

u(x) ≥ 0 στο D

u ∈ W 2,2
loc (D)

όπου

X{u(x)>0} =

1 αν u(x) > 0

0 αν u(x) = 0

Απόδειξη. Αρχικά, παρατηρούμε από το Θεώρημα 5.5 ότι u(x) ∈ W 2,2
loc (D) και

εφόσον u ∈ K, ισχύει ότι u(x) ≥ 0. Επομένως αρκεί να δείξουμε ότι

∆u(x) = X{u(x)>0}

Εφόσον η u(x) είναι ελαχιστοποιητής,τότε για όλες τις φ(x) ≥ 0 για τις οποίες

Ειρ
ήν
η Α
λεξ
άν
δρ
ου



5.2. ΟΙ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ EULER− LAGRANGE 53

ισχύει ότι φ(x) ∈ W 1,2
0 (D) ικανοποιεί τη μεταβολική ανισότητα:

�
D

(∇φ(x)∇u(x) + φ(x))dx ≥ 0. (5.2.1)

όπου

W 1,2
0 (D) =

{
v ∈ W 1,2(D); v(x) = 0 στο ∂D ως προς το ιχνος

}
.

Επιλέγουμε τη συνάρτηση φ(x) να έχει συμπαγή φορέα στο D και ολοκλη-

ρώνουμε κατα μέρη την (5.2.1).

0 ≤
�
D

(−φ(x)∆u(x) + φ(x))dx =

�
D

φ(x)(1−∆u(x))dx (5.2.2)

΄Αρα, αφού η φ(x) είναι οποιαδήποτε συνάρτηση προκύπτει ότι 1−∆u ≥ 0, και

άρα έχουμε ότι 0 ≤ ∆u(x) ≤ 1.

Τώρα για να δείξουμε ότι, ∆u(x) = X{u(x)>0}, αρκεί να επιλέξουμε κατάλλη-

λα τη συνάρτηση φ(x).Επιλέγουμε φ(x) = ψ(x)u(x), όπου ψ(x) ∈ C1
c (D) και

0 ≤ ψ(x) ≤ 1. Κάνοντας αυτή την επιλογή, εξασφαλίζουμε ότι u(x) + tφ(x) ∈ K
για κάθε t ∈ (−1, 1). Επομένως, από τις μεταβολικές ανισότητες γνωρίζουμε

ότι ισχύει:

0 =

�
D

φ(x)(1−∆u(x))dx =

�
D

ψ(x)u(x)(1−∆u(x))dx. (5.2.3)

Υποθέτουμε ότι∆u(x) 6= 1 σε κάποιο σύνολο Σ ∈ {u(x) ≥ ε}. Τότε 1−∆u(x) > 0

στο σύνολο Σ. Επιλέγοντας την ψ(x) ώστε να είναι θετική σε αυτό το σύνο-

λο τότε η u(x)ψ(x)(1 − ∆u(x)) > 0 στο Σ. Επίσης ισχυει ότι Σ ⊂ D και

ψ(x)u(x)(1−∆u(x)) ≥ 0 από την (5.2.3) προκύπτει ότι:

0 =

�
Σ

ψ(x)u(x)(1−∆u(x))dx

όπου είναι πιθανόν να ισχύει αν το σύνολο Σ έχει μέτρο 0. Επομένως∆u(x) = 1

στο σύνολο {u(x) > ε} για κάθε ε > 0. Παίρνοντας το όριο ε→ 0, έχουμε ότι

∆u(x) = 1 στο σύνολο {u(x) > 0}.
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Αν τώρα, u(x) = 0, ισχύει ότι ∆u(x) = 0 σχεδόν παντού. Επομένως:

∆u(x) =

1, αν u(x) > 0

0, αν u(x) = 0

το οποίο είναι το ζητούμενο.
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Κεφάλαιο 6

Ομαλότητα Λύσης και

Παραγώγων της

Στο Θεώρημα 5.6 του προηγούμενου κεφαλαίου είδαμε ότι η λύση στο ομα-

λοποιημένο πρόβλημα ικανοποιεί τις εξισώσεις Euler − Lagrange, όμως δεν

μας δίνεται καμία πληροφορία για τη λύση στο ελεύθερο σύνορο Γu = ∂Ω̄u =

∂ {x; u(x) > 0}.

Στο παρόν κεφάλαιο, θα δείξουμε ότι η λυση στο πρόβλημα εμποδίου είναι

συνεχώς διαφορίσιμη συνάρτηση, τέτοια ώστε u(x) = 0 και |∇u(x)| = 0 στο

Γu. Στις εφαρμογές είναι εξίσου σημαντικό να καταλάβουμε πώς ορίζεται η

λύση μου στο ελεύθερο σύνορο Γu όσο και ο υπολογισμός της λύσης.

Αρχικά, θα δούμε ότι οι εξισώσεις Euler−Lagrange στη πραγματικότητα
μας δίνουν σημαντικές πληροφορίες για το ελεύθερο σύνορο. Για το σκοπό

αυτό, πρέπει να καταλάβουμε ότι, στις εξισώσεις Euler − Lagrange δεν μας
δίνεται λύση όπως το πρόβλημα:

∆v(x) =

1 στο συνολο {v(x) > 0}

0 στο συνολο {v(x) = 0}
(6.0.1)

εφόσον οι εξισώσεις Euler−Lagrange, μας δίνουν ακόμη μία σημαντική πλη-
ροφορία, ότι u ∈ W 2,2

loc (D) που προσδιορίζει λεπτομερώς τη λύση. Για το σκοπό

αυτο, θα δούμε ένα παράδειγμα στη μία διασταση.

55
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Παράδειγμα: Μελετάμε τη συνάρτηση

f(x) =

1
2
(x− 1)2 + (1− x) οταν 0 < x < 1

0 οταν 1 ≤ x < 2

Τότε ισχύει ότι:

∆f(x) = f ′′(x) =

1 στο {f(x) > 0}

0 στο {f(x) = 0}

΄Ομως f(x) /∈ W 2,2
loc ([0, 2]). Πράγματι, παρατηρούμε ότι:

f ′(x) =

x− 2 οταν 0 < x < 1

0, οταν 1 ≤ x < 2

Για h→ 0

� 3
2

1
2

∣∣∣∣f ′(x+ h)− f(x)

h

∣∣∣∣2dx =

� 1−h

1
2

∣∣∣∣x+ h− 2− x+ 2

h

∣∣∣∣2dx+

+

� 1

1−h

∣∣∣∣2− xh
∣∣∣∣2dx+ 0 ≈ 1

2
− h+

� 1

1−h

∣∣∣∣1h
∣∣∣∣2dx→∞

Επομένως, η f(x) δε μπορεί να είναι λύση του προβλήματος εμποδίου.

Με το προηγούμενο παράδειγμα, καταλαμβαίνουμε ότι, το πρόβλημα εμπο-

δίου ”επιλέγει” το ελεύθερο σύνορο με τέτοιο τρόπο ώστε u ∈ W 2,2
loc (D). Ε-

πομένως, είναι λογικό να υποθέτουμε ότι αυτό που καθορίζει τη θέση του

ελεύθερου συνόρου, είναι ότι η λύση μου ικανοποιεί κάποιες συνοριακές συν-

θήκες στο Γ.

6.1 C1,1
- εκτιμήσεις για τη λύση

Σε αυτή την ενότητα, σκοπός μας είναι να αποδείξουμε ότι η λύση στο ομαλο-

ποιημένο πρόβλημα εμποδίου ικανοποιεί δύο συνοριακές στο ελεύθερο σύνορο

Γ.
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Ας θυμηθούμε το πρόβλημα Dirichlet

∆u(x) = h(x) στο D

u(x) = f(x) στο ∂D

όπου έχει μοναδική λύση κάτω από κάποιες υποθέσεις. Αυτό σημαίνει ότι το

συνοριακό δεδομένο f(x) και το χωρίο D καθορίζουν την τιμή του ∇u(x) για

κάθε x ∈ ∂D.
Στο πρόβλημα εμποδίου τα πράγματα είναι διαφορετικά. Γενικότερα, στο

πρόβλημα εμποδίου το σύνολο Ω = {x ∈ D; u(x) > 0} είναι μέρος της λύσης
και είναι ιδιαίτερα σημαντικό σύνολο στο πρόβλημα. Ειδικότερα, σε αυτή την

ενότητα θα δείξουμε ότι το σύνολο Ω δεν είναι ένα τυχαίο υποσύνολο του D,

αλλά ικανοποιεί τα εξής:

1. Ω ⊂ D

2. spt(f) ⊂ Ω̄

3. Αν η u(x) είναι λύση του προβλήματος Dirichlet:

∆u(x) = 1 στο Ω

u(x) = f(x) στο ∂Ω ∩ ∂D

u(x) = 0 στο ∂Ω \ ∂D

τότε |∇u(x)| = 0 στο ∂Ω \ ∂D και u(x) ≥ 0 στο Ω.

Θα αρχίσουμε την απόδειξη με το επόμενο Λήμμα που αφορά λύσεις στις

εξισώσεις του Poisson.

Λήμμα 6.1. ΄Εστω h(x) μία φραγμένη και ολοκληρώσιμη συνάρτηση |h(x)| ≤M

με φορέα στο φραγμένο σύνολο D ⊂ Rn, n ≥ 3. Ορίζουμε

u(x) = − 1

n(n− 2)wn

�
Rn

h(z)

|x− z|n−2
dz, (6.1.1)
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όπου wn το εμβαδό της μοναδιαίας σφαίρας στον Rn
. Τότε:

sup
x∈Rn
|u(x)| ≤ M

2(n− 2)
diam(D)2

(6.1.2)

και υπάρχει σταθερά Cn, η οποία εξαρτάται μόνο από τη διάσταση n τέτοια ώστε

|u(x)− u(x)| ≤ Cndiam(D)M |x− y| (6.1.3)

για κάθε x, y ∈ Rn
, όπου diam(D) ορίζουμε τη διάμετρο της μικρότερης

σφαίρας που περιέχει το D.

Απόδειξη. Αρχικά, θα αποδείξουμε την (6.1.2).

|u(x)| ≤ 1

n(n− 2)wn

�
R

|h(z)|
|x− z|n−2

dz

≤ M

n(n− 2)wn

�
Bdiam(D)(x)

1

|x− z|n−2
dz

οπου ισχύουν οι ανισότητες εφόσον η h(x) έχει συμπαγή φορέα στο D και

|h(x)| ≤M .

Εάν τώρα, κάνουμε αλλαγή μεταβλητών τέτοια ώστε x − z → z προκύπτει

ότι:

|u(x)| ≤ M

n(n− 2)wn

�
Bdiam(D)(0)

1

|z|n−2
dz. (6.1.4)

Παρατηρούμε ότι:

�
Bdiam(D)(0)

1

|z|n−2
dz =

� diam(D)

0

�
∂Bσ(0)

1

σn−2
dSdσ

=

� diam(D)

0

nwnσ
n−1

σn−2
dσ.

(6.1.5)

Από τις (6.1.4) και (6.1.5) ισχύει ότι:

|u(x)| ≤ M

2(n− 2)
diam(D)2,
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όπου έιναι και το ζητούμενο.

Μένει τώρα να αποδείξουμε την (6.1.3). ΄Εστω x, y ∈ Rn
.

1η Περίπτωση: Αν |x− y| ≥ diam(D), τότε από την (6.1.2) προκύπτει το

ζητούμενο.

2η Περίπτωση: Αν |x−y| < diam(D). Θέτουμε r = |x−y| και προκύπτει
ότι:

|u(x)− u(x)| = 1

n(n− 2)wn

∣∣∣∣ �
Rn

(
h(z)

|x− z|n−2
− h(z)

|y − z|n−2

)
dz

∣∣∣∣
≤ 1

n(n− 2)wn

∣∣∣∣ �
Rn\B3r(

x+y
2

)

(
h(z)

|x− z|n−2
− h(z)

|y − z|2

)
dz

∣∣∣∣
+

1

n(n− 2)wn

�
B3r(

x+y
2

)

|h(z)|
|x− z|n−2

dz

+
1

n(n− 2)wn

�
B3r(

x+y
2

)

|h(z)|
|y − z|n−2

dz

= I1 + I2 + I3

Στη συνέχεια θα μελετήσουμε ξεχωριστά τα 3 ολοκληρώματα. Καταρχήν

I2 ≤
M

n(n− 2)wn

�
B3r(

x+y
2

)

1

|x− z|n−2
dz.

Παρατηρούμε ότι B3r(
x+y

2
) ⊂ B4r(x). ΄Αρα:

I2 ≤
M

n(n− 2)wn

�
B4r(x)

1

|x− z|n−2
dz

=
M

n(n− 2)wn

�
B4r(x)

1

|z|n−2
dz

=
8M

(n− 2)
r2 ≤ 8M

(n− 2)
diam(D)r.
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όπου ακολουθήσαμε την ίδια τακτική όπως και στην απόδειξη της (6.1.2).

΄Ομοια

I3 ≤
8M

(n− 2)
diam(D)r.

Απομένει τώρα να εκτιμήσουμε το ολοκλήρωμα I1. Χωρίς βλάβη της γενικότη-

τας μπορούμε να υποθέσουμε ότι το κέντρο είναι η αρχή δηλαδή
x+y

2
= 0. Η

αντίστοιχη εκτίμηση για μη μηδενικό κέντρο προκύπτει κάνοντας κατάλληλη

αλλαγή μεταβλητής στο ολοκλήρωμα I1.

Αν z ∈ Rn \B3r(
x+y

2
) = Rn \B3r(0), τοτε αν t ∈ [0, 1]

|tx+ (1− t)y − z| ≥ |z| − |tx+ (1− t)y| ≥ |z| − r > |z|
2
. (6.1.6)

όπου η (6.1.6) προκύπτει εάν παρατηρήσουμε ότι |z| ≥ 3r και ότι:

|tx+ (1− t)y| = |tx+ (1− t)y − x+ y

2
|

=

∣∣∣∣(2t− 1)(x− y)

2

∣∣∣∣ ≤ r

εφόσον
x+y

2
= 0 και |x− y| = r.

Χρησιμοποιώντας το Θεμελιώδες Θεώρημα του Απειροστικού Λογισμού παρα-

τηρούμε ότι:∣∣∣∣ 1

|x− z|n−2
− 1

|y − z|n−2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ � 1

0

d

dt

(
1

|tx+ (1− t)y − z|n−2

)
dt

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ � 1

0

(n− 2)(x− y)

|tx+ (1− t)y − z|n−1
dt

∣∣∣∣
≤ (n− 2)|x− y|2n−1

|z|n−1
=

2n−1(n− 2)r

|z|n−1

(6.1.7)
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όπου η τελευταία ανισότητα προκύπτει απο την (6.1.6).

Στη συνέχεια, με τη βοήθεια της (6.1.7) θα εκτιμήσουμε το I1.

I1 =
1

n(n− 2)wn

∣∣∣∣ �
R\B3r(0)

(
h(z)

|x− z|n−2
− h(z)

|y − z|n−2

)
dz

∣∣∣∣
≤ 2n−1(n− 2)rM

n(n− 2)wn

∣∣∣∣ �
spt(h)\B3r(0)

1

|z|n−1
dz

∣∣∣∣
≤ 2n−1r

nwn

∣∣∣∣ �
Bdiam(D)

1

|z|n−1
dz

∣∣∣∣
= 2n−1Mdiam(D)r.

Συνοψίζοντας όλα τα παραπάνω, έχουμε ότι

|u(x)− u(y)| ≤
(

16

n− 2
+ 2n−1

)
Mdiam(D)|x− y|.

Επομένως προκύπτει η (6.1.3), δηλαδή

|u(x)− u(y)| ≤ CnMdiam(D)|x− y| ∀x, y ∈ Rn.

Στην απόδειξη του επόμενου Λήμματος χρησιμοποιούνται οι τύποι του Poisson

για τον αρμονικό τελεστή και ένα Θεώρημα για τις εκτίμησεις των παραγώγων

για αρμονικές συναρτήσεις, τα οποία παραθέτουμε χωρίς απόδειξη.

Θεώρημα 6.2 (Επίλυση εξισώσεων Poisson). ΄Εστω u όπως η (6.1.1). Τότε:

1. u ∈ C(Rn) και

2. ∆u(x) = h(x)

Θεώρημα 6.3. ΄Εστω u αρμονική συνάρτηση στοD. Τότε, για κάθεBr(x0) ⊂ D και

για κάθε πολυδείκτη α τέτοιο ώστε |α| = k ισχύει ότι:

|Dαu(x0)| ≤ Ck
rn+k

‖u‖L1(Br(x0)) (6.1.8)
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όπου

C0 =
1

wn
, Ck =

(2n+1nk)k

wn
, (k = 1, ....)

Λήμμα 6.4. ΄Εστω h(x) μία φραγμένη και ολοκληρώσιμη συνάρτηση, |h(x)| ≤
M , στη B3(0) και έστω ότι:

∆u = h(x)

supB3(0)u(x) ≤ N.

Τότε

|u(x)− u(y)| ≤ C|x− y| ∀x, y ∈ B3(0) (6.1.9)

όπου C σταθερά που εξαρτάται μόνο από τα n,M,N .

Απόδειξη. Ορίζουμε

v(x) = − 1

n(n− 2)wn

�
B3(0)

h(z)

|x− z|n−2
dz.

Τότε από το Λήμμα 6.1 ισχύει ότι:

|v(x)− v(y)| ≤ CnM |x− y|. (6.1.10)

Επίσης από το Θεώρημα 6.2, έχουμε ότι ∆v(x) = h(x).

Ορίζουμε τώρα, w(x) = u(x)− v(x). Παρατηρούμε ότι, η συνάρτηση w(x)

είναι αρμονική, εφόσον ∆w(x) = ∆u(x) − ∆v(x) = 0. Από το Θέωρημα 6.3

προκύπτει ότι:

|∇w(x)| ≤ C1 ‖w‖1
L (B1(x)) ∀x ∈ B2(0) (6.1.11)

Επίσης,

supB3(0)|w(x)| ≤ supB3(0)|u(x)|+ supB3(0)|v(x)| ≤ N +
9M

2(n− 2)
(6.1.12)
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όπου χρησιμοποιούμε το Λήμμα 6.1 στη τελευταία ανισότητα.

Από το Θεώρημα Μέσης Τιμής, την (6.1.11) και (6.1.12) προκύπτει ότι για

κάθε x, y ∈ B2(0) υπάρχει ξ μεταξύ των x και y τέτοιο ώστε:

|w(x)− w(y)| ≤ |∇w(ξ)||x− y| ≤ C|x− y| (6.1.13)

όπου C σταθερά που εξαρτάται μόνο από τα n,M,N .

Συνοψίζοντας, από τις (6.1.10) και (6.1.13) παίρνουμε:

|u(x)− u(y)| = |u(x)− v(x) + v(x)− v(y) + v(y)− u(y)|

≤ |w(x)− w(y)|+ |v(x)− v(y)|

≤ C|x− y|

όπου C σταθερά που εξαρτάται από τα n,M,N . (Το C μπορεί να είναι διαφο-

ρετικό από αύτο της (6.1.12) ).

Για την απόδειξη του Πορίσματος 6.7 που ακολουθεί θα χρειαστούμε τον Ο-

ρισμό για ισοσυνεχή ακολουθία συναρτήσεων και το Θεώρημα Arzela−Ascoli
τα οποίο παραθέτουμε πιο κάτω.

Ορισμός 6.5. ΄Εστω fk(x) ακολουθία συναρτήσεων, x ∈ D. Θα λέμε ότι

η ακολουθία συναρτήσεων fk(x) είναι ισοσυνεχής εάν ∀ε > 0, ∃δ > 0 τέτοιο

ώστε ∀n ∈ N, ∀x, y ∈ D και |x− y| < δ ⇒ |fn(x)− fn(y)| < ε.

Θεώρημα 6.6 (Arzela − Ascoli). ΄Εστω fk(x) ομοιόμορφα φραγμένη και

ισοσυνεχής ακολουθία, τότε υπάρχει {fkn} υποακολουθία της fk και f0 τέτοιο

ώστε:

fkn → f0

ομοιόμορφα σε κάθε συμπαγές σύνολο K ⊂ D.

Πρόταση 6.7. ΄Εστω hk(x) μία ομοιόμορφα φραγμένη, |hk(x)| ≤M και ολο-

κληρώσιμη ακολουθία συναρτήσεων. ΄Εστω uk(x) μία ακολουθία συναρτήσεων
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τέτοια ώστε:

∆uk = hk(x) στο B3(0)

supB3(0)|uk(x)| ≤ N
(6.1.14)

Τότε υπάρχει συνάρτηση u0 και υποακολουθία u
kj τέτοια ώστε ukj → u0 ομοι-

όμορφα στη B2(0).

Απόδειξη. Από το Λήμμα 6.4 προκύπτει ότι η ακολουθία uk είναι ισοσυνεχής.

Επομένως, ικανοποιεί τις συνθήκες του Θεωρήματος Arzela− Ascoli και άρα
προκύπτει το ζητούμενο.

Πρόταση 6.8. ΄Εστω u(x) η λύση στο ομαλοποιημένο πρόβλημα εμποδίου

στο D. Τότε το σύνολο Ω = {x ∈ D; u(x) > 0} είναι ανοικτό.

Απόδειξη. Η απόδειξη του Πορίσματος, προκύπτει από τη συνέχεια της λύσης

στο ∆u(x) = X{u>0}.

Λήμμα 6.9. ΄Εστω f(x) και g(x) φραγμένες ακολουθίες σε ένα χωρίο D.

Υποθέτουμε επίσης ότι, ∆u(x) = f(x) και ∆v(x) = g(x) στο D. Αν f(x) ≥
g(x) στο D και u(x) ≤ v(x) στο ∂D, τότε:

u(x) ≤ v(x) στο D.

Απόδειξη. Ορίζουμε w(x) = u(x)− v(x). Αρκεί να δείξουμε ότι w(x) ≤ 0 στο

D.

Για την w(x) ισχύει ότι:

∆w(x) = f(x)− g(x) ≥ 0 στο D

w(x) = u(x)− v(x) ≤ 0 στο ∂D
(6.1.15)

Από την Αρχή του Dirichlet η w(x) είναι λύση της (6.1.15) αν και μόνο αν

ελαχιστοποιεί την

�
D

1

2
|∇w(x)|2 + w(x)(f(x)− g(x))dx (6.1.16)
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στο σύνολο συναρτήσεων

K =
{
w ∈ W 1,2(D); w(x) = u(x)− v(x) στο ∂D

}
.

Στη συνέχεια, ορίζουμε w̄(x) = min(w(x), 0) ∈ K και προκύπτει ότι:
�
D

1

2
|∇w̄(x)|2 + w̄(x)(f(x)− g(x))dx =

�
D∩{w(x)≤0}

1

2
|∇w(x)|2 + w(x)(f(x)− g(x))dx

≤
�
D

1

2
|∇w(x)|2 + w(x)(f(x)− g(x))dx

Με την ισότητα να ισχύει αν και μόνο αν w(x) ≤ 0 στο D. ΄Ομως η w(x)

ελαχιστοποιεί την (6.1.16) και άρα ισχύει η ισότητα. Επομένως w(x) ≤ 0 ⇒
u(x) ≤ v(x) στο D.

Στην απόδειξη θεωρήματος που ακολουθεί θα χρησιμοποιήσουμε την Ανι-

σότητα του Harnack την οποία παραθέτουμε στη συνέχεια χωρίς απόδειξή.

Θεώρημα 6.10 (Ανισότητα Harnack). Για κάθε συνεκτικό ανοικτο σύνολο

K ⊂⊂ D, υπάρχει μία θετική σταθερά C, η οποία εξαρτάται μόνο από το K

τέτοια ώστε:

sup
K
u ≤ C inf

K
u

για όλες τις μη αρνητικές, αρμονικές συναρτήσεις στο D.

Θεώρημα 6.11. ΄Εστω u(x) λύση στο ομαλοποιημένο πρόβλημα εμποδίου

στο χωρίο D. Υποθέτουμε επίσης ότι, για κάποιο s > 0

x0 ∈ Γ ∩ {x ∈ D, dist(x, ∂D) > s} .

Τότε υπάρχει σταθερά C, η οποία εξαρτάται από τη διάσταση n, τέτοια ώστε:

sup
x∈Br(x0)

u(x) ≤ Cr2 ∀r ≤ s

2

Απόδειξη. Θα χωρίσουμε την απόδειξη σε τρία βήματα:
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Βήμα 1ο: Αρχίκα θέλουμε να δείξουμε ότι για την απόδειξη του θεωρήματος

αρκεί να μελετήσουμε το εξής πρόβλημα:

Αν u(x) είναι λύση στο ομαλοποιημένο πρόβλημα εμποδίου στην B2(0)

και u(0) = 0 τότε supB1(0) u(x) ≤ C, όπου C σταθερά που εξαρτάται από

τη διάσταση.

Απόδειξη Βήματος 1: ΄Εστω u(x) η λύση του προβήματος όπως αυτή ο-

ρίζεται στο Θεώρημα. Επιλέγω x0 ∈ Ω.

Ορίζουμε ur(x) = u(rx+x0)
r2

όπου rx+ x0 ∈ D και ur(0) = 0.

Παρατηρούμε ότι, B2r(x0) ⊂ D, άρα B2(0) ⊂ {x; rx+ x0 ∈ D} και
εφόσον u(x) ∈ W 2,2

loc (B2(0)), ισχύει ότι ur(x) ∈ W 2,2
loc (B2(0)). Επίσης,

∆ur(x) = ∆

(
u(rx+ x0)

r2

)
=
r2

r2
∆u(y)

∣∣∣∣
y=rx+x0

=

1, ur(x) > 0

0, ur(x) = 0

στο σύνολο {x; rx+ x0 ∈ D}.

Επομένως, η ur είναι λύση στο ομαλοποιημένο πρόβλημα στην B2(0).

Τέλος, αν για την ur(x) ισχύει ότι, supB1(0) ur(x) ≤ C τότε θα ισχύει

ότι:

u(rx+ x0)

r2
= ur(x) ≤ C ∀x ∈ B1(0)

και άρα θα ισχύει και το ζητούμενο στο Θεώρημα.

Βήμα 2ο: ΄Εστω u(x) είναι λύση στο ομαλοποιημένο πρόβλημα εμποδίου στην

B2(0) και u(0) = 0, τότε υπάρχει Cn (εξαρτάται μόνο από τη διάσταση)

τέτοια ώστε αν y ∈ ∂B1(0) τότε:

u(x) ≥ Cnu(y)− 1

2n
∀ x ∈ B1/2(y) ∩ ∂B1(0).

Απόδειξη Βήματος 2: Αρχικά, ορίζουμε τη συνάρτηση v(x) έτσι ώστε

∆v(x) = 0 στο B1(0)

v(x) = u(x) στο ∂B1(0)
(6.1.17)
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Γνωρίζουμε επίσης ότι ∆u = X{u>0}. Επομένως από το Λήμμα 6.9 συ-

γκρίνοντας τις u(x) και v(x) προκύπτει ότι u(x) ≤ v(x) στο B1(0).

Ορίζουμε επίσης, w(x) = v(x)− 1
2n

+ 1
2n
|x− y|2, τότε:

∆w(x) = 1 στο B1(0)

w(x) = u(x) στο ∂B1(0)
(6.1.18)

΄Ομοια με προηγουμένως, από το Λήμμα 6.9 για τις συναρτήσεις w(x) και

u(x), ισχύει ότι w(x) ≤ u(x) στο B1(0).

Επομένως, προκύπτει ότι:

v(x)− 1

2n
≤ w(x) ≤ u(x) ≤ v(x) στο B1(0). (6.1.19)

Εφόσον ισχύει ότι v(x) ≥ u(x) ≥ 0 και η v(x) είναι αρμονική από την

Ανισότητα του Harnack, υπάρχει σταθερά C που εξαρτάται μόνο από τη

διάσταση του χώρου τέτοια ώστε:

v(y) ≤ sup
B1/2(y)

v(x) ≤ C inf
B1/2(y)

v(x) (6.1.20)

Από την (6.1.20) και εφόσον u(y) ≤ v(y) ισχύει ότι

inf
B1/2(y)

v(x) ≥ v(y)

C
≥ u(y)

C
. (6.1.21)

Τέλος από την (6.1.19) και (6.1.21) καταλήγουμε στο εξής:

u(y)

C
≤ inf

B1/2(y)
v(x) ≤ inf

B1/2(y)
u(x) +

1

2n

Παίρνοντας Cn = 1
C
από την τελευταία σχέση ισχύει ότι:

u(x) ≥ Cnu(y)− 1

2n
∀x ∈ B1/2(y).

Εφόσον B1/2(y) ∩ ∂B1(0) ⊂ B1/2(y) προκύπτει το ζητούμενο του Βήμα-
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τος 2.

Βήμα 3ο: Υποθέτουμε ότι u(x) είναι λύση στο ομαλοποιημένο πρόβλημα ε-

μποδίου στο B20 και u(0) = 0 τότε supB1(0) u(x) ≤ Cn, όπου Cn σταθερά

που εξαρτάται μόνο από τη διάσταση.

Απόδειξη Βήματος 3: Ορίζουμε συνάρτηση v(x) έτσι ώστε

∆v(x) = 0 στο B1(0) (6.1.22)

v(x) = u(x) στο ∂B1(0) (6.1.23)

Τότε όπως είδαμε στο Βήμα 2 ισχύει ότι v(x) − 1
2n
≤ u(x) ≤ v(x) στο

B1(0). Εφόσον u(0) = 0 παρατηρούμε ότι:

v(0) ≤ 1

2n
. (6.1.24)

Εφαρμόζοντας το Θεώρημα Μέσης Τιμής για αρμονικές συναρτήσεις, συ-

μπεραίνουμε από την (6.1.24) ότι:

1

2n
≥ v(0) =

1

nwn

�
∂B1(0)

v(x)dSx =
1

nwn

�
∂B1(0)

u(x)dSx. (6.1.25)

Επιλέγοντας τώρα, u(y) = sup∂B1(0)u(x) τότε από την (6.1.25)

1

2n
≥ 1

nwn

�
∂B1(0)

u(x)dSx ≥
1

nwn

�
∂B1(0)∩B1/2(y)

u(x)dSx ≥

≥ K

nwn

(
Cnu(y)− 1

2n

)
,

όπου K =
�
∂B1(0)∩B1/2(y)

dSx, και η ανισότητα προκύπτει από το Βήμα 2

και αν παρατηρήσουμε ότι u ≥ 0. Από την τελευταία ανισότητα παίρνουμε

ότι:

u(y) ≤ Cn, u(y) = sup∂B1(0)u(x) (6.1.26)

όπου Cn σταθερά που εξαρτάται μόνο από τη διάσταση.

Τέλος, η απόδειξη προκύπτει από την αρχή μεγίστου για τη v(x). Δηλαδή
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ισχύει ότι:

u(x) ≤ v(x) ≤ sup∂B1(0)v(y) = u(y) ∀x ∈ B1(0)

΄Αρα:

supB1(0)u(x) ≤ Cn.

Πόρισμα 6.12. ΄Εστω ότι η u(x) είναι λύση στο ομαλοποιημένο πρόβλημα

εμποδίου στο χωρίο D. Τότε |∇u(x)| = 0 για όλα τα σημεία x ∈ Γ.

Απόδειξη. Θέτουμε x0 ∈ Γ ∩D. Αρκεί να δείξουμε ότι:

lim
x→x0

u(x)− u(x0)

x− x0

= 0

Θέτουμε r(x) = |x − x0|, παρατηρούμε ότι από το Θεώρημα 6.11 και την
υπόθεση ότι x0 ∈ Γ, από το Λήμμα 6.4 προκύπτει ότι η u(x) είναι συνεχής

και άρα u(x0) = 0. Επομένως:∣∣∣∣u(x)− u(x0)

x− x0

∣∣∣∣ ≤ Cnr
2

r
= Cr → 0 οταν r → 0.

Επομένως προκύπτει το Πόρισμα.

Θεώρημα 6.13. ΄Εστω u(x) λυση στο ομαλοποιημένο πρόβλημα εμποδίου

στο χωρίο D. Αν u(y) = 0 και Bs/4(y) ⊂ D, τότε υπάρχει σταθερά Cn που

εξαρτάται μόνο από τη διάσταση, τέτοια ώστε

|D2u(x)| ≤ Cn ∀x ∈ Bs/8(y) ∩ {u > 0} .

Επιπλέον η u(x) είναι αναλύτική στο Ω = {u > 0}.

Απόδειξη. ΄Εστω y ∈ D τέτοιο ώστε u(y) = 0. Θέτουμε επίσης s = dist(y, ∂D),

έτσι ώστε Bs(y) ⊂ D. και έστω z ∈ Bs/8(y) ∩ {u > 0}.
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Στη συνέχεια υποθέτουμε ότι, Br(z) ⊂ {u > 0}, όπου Br(z) η μεγαλύτε-

ρη μπάλα που περιέχεται στο σύνολο Ω. Παρατηρούμε ότι, r ≤ s
8
, εφόσον

z ∈ Bs/8(y) και u(y) = 0.

Επιλέγω q ∈ ∂Br(z) ∩ ∂ {u > 0}. Από την τριγωνική ανισότητα παρατηρούμε
ότι |y − q| ≤ |y − z|+ |z − q| < s

8
+ r ≤ s

4
. ΄Αρα B4r(q) ⊂ Bs(y) ⊂ D.

Εφόσον q ∈ Γ και B4r(q) ⊂ D, από το Θεώρημα 6.11 η u(x) είναι ομοι-

όμορφα φραγμενη στο B2r(q), δηλαδή:

sup
x∈B2r(q)

u(x) ≤ 4Cr2. (6.1.27)

Παρατηρούμε επίσης ότι, Br(z) ⊂ B2r(q) και άρα από την (6.1.27) προκύπτει

ότι:

sup
x∈Br(z)

u(x) ≤ sup
x∈B2r(q)

u(x) ≤ 4Cr2.

Επομένως η συνάρτηση u(x) ικανοποιεί τα εξής:

∆u(x) = 1 οταν x ∈ Br(z)

u(x) ≤ 4Cr2
οταν x ∈ Br(z)

Ορίζουμε w(x) = u(x)− 1
2n
|x− z|2. Για τη συνάρτηση w(x) ισχύει ότι:

∆w(x) = 0 οταν x ∈ Br(z)

w(x) ≤ (4C +
1

2n
)r2

οταν x ∈ Br(z)

Από το Θεώρημα 6.3, γνωρίζουμε ότι για τη w(x) (αρμονική συνάρτηση)

ισχύει ότι:

|D2w(x)| ≤ C2(4C +
1

2n
)

Επιλέγοντας x = z προκύπτει ότι

|D2u(z)| ≤ Cn ∀z ∈ Bs/8(y) ∩ {u > 0} ,
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όπου Cn σταθερά που εξαρτάται μόνο από τη διασταση.

Τέλος η u(x) είναι αναλυτική εφόσον w(x) είναι αρμονική σε περιοχή του z

και οι αρμονικές συναρτήσεις είναι αναλυτικές.
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Κεφάλαιο 7

Τύπος Almgren για λεπτά

εμπόδια

Στο παρόν κεφάλαιο αποδεικνύουμε ένα παραβολικό τύπο Almgren. Μπορεί να

χρησιμοποιηθεί για να δώσει μια διαφορετική απόδειξη της βέλτιστης ομαλότη-

τα ως προς τη χωριακή μεταβλητή για τη λύση στο πρόβλημα του κλασματικού

Λεπτού Εμποδίου (βλέπε [1]). Για τον αντίστοιχο τύπο συχνότητας στην πε-

ρίπτωση θερμικών συναρτήσεων (γ = 0) παραπέμπουμε τον αναγνώστη στα

άρθρα [9], [12], [13], [14] και στις αναφορές εκεί. Η θεωρία που αναπτύσσουμε

στο παρόν κεφάλαιο εμφανίζεται στην μη-δημοσιευμένη εργασία [3].

Για s ∈ (0, 1), ορίζουμε τον κλασματικό θερμικό τελεστή Hs(x′, t) της

συνάρτησης u = u(x′, t) : Rn−1×R→ R, n ≥ 1 διαμέσου του μετασχηματισμού

Fourier

Ĥsu(ξ, ρ) = (iρ+ |ξ|2)sû(ξ, ρ)

για ξ ∈ Rn−1
και ρ ∈ R. Ο κλασματικός θερμικός τελεστής μπορεί να γίνει

αντιληπτός και ως παραβολικός υπεριδιάζον τελεστής και οι ιδιότητες των λύσε-

ων μπορούν να προκύψουν μέσω της σύνδεσής του με το αντίστοιχο πρόβλημα

επέκτασης που περιλαμβάνει παραβολικές εκφυλισμένες εξισώσεις με βάρος A2.

΄Εστω δεδομένη ψ : Rn−1 × (−∞,−∞)→ R τέτοια ώστε

ψ ∈ L2(Rn−1 × (−∞,+∞)), (iρ+ |ξ|2)sψ̂(ξ, ρ) ∈ L2(Rn−1 × (−∞,+∞))
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για κάποιο 0 < s < 1, αναζητούμε συνάρτηση u = u(x′, t) έτσι ώστε

(∂t −∆)su ≤ 0, u− ψ ≥ 0, στο Rn−1 × R

(u− ψ)(∂t −∆)su = 0, στο Rn−1 × R
(7.0.1)

Ακολουθώντας τη θεωρία της εργασίας [2] μπορούμε να θεωρήσουμε το

(7.0.1) ως ενα μοντέλο κλασματικών προβλημάτων Εμποδίου. Μια δεύτε-

ρη μοντελοποίηση μπορεί να δοθεί χρησιμοποιώντας την αντίστοιχη εξίσωση

Hamilton−Jacobi, ειδικότερα, μπορούμε να δούμε το πρόβλημα ως ελαχιστο-
ποίηση μονότονων τελεστών. Δηλαδή, στο (7.0.1) η u είναι ακριβώς η λύση

του

max{(∂t −∆)su, ψ − u} = 0, στο Rn−1 × R (7.0.2)

όπου ψ είναι ένα εμπόδιο που ορίζεται στο υπερεπίπεδο Rn−1 × R.
Για το κεφάλαιο αυτό θεωρούμε το αντίστοιχο τοπικό ανάλογο χρησιμο-

ποιώντας της αντίστοιχη Lγ-θερμική επέκταση της u, στο όποιο εφ΄ εξης, θα

αναφερόμαστε ως Πρόβλημα Ελευθέρου Συνόρου με λεπτό εμπόδιο ή απλο-

ύστερα ως Πρόβλημα Ελευθέρου Συνόρου

div (yγ∇u)− yγ∂tu = 0, για (x′, y, t) ∈ Rn
+ × (−T, 0]

u(x, 0, t) ≥ ψ(x, 0, t), για (x′, t) ∈ Rn−1 × (−T, 0]

limy→0+ y
γ∂yu(x′, y, t) = 0, για u(x′, 0, t) > ψ(x, 0, y)

limy→0+ y
γ∂yu(x′, y, t) ≤ 0, για (x′, y, t) ∈ Rn

+ × (−T, 0]

u(x′, 0, 0) = φ(x′), για x′ ∈ Rn−1

(7.0.3)

όπου Rn
+ := Rn−1 × R+ και s = 1−γ

2
.

Θα χρησιμοποιήσουμε τον εξής συμβολισμό

Gγ(x, y, t) =


cn,γ

(−t)
n+γ
2
e
|x|2+y2

4t , t < 0

0 t ≥ 0.
(7.0.4)

όπου cn,γ = 1

(4π)
n−1
2 |Γ( γ+1

2
)|
, και εδώ με Γ συμβολίζουμε τη Γάμμα συνάρτηση.
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Θεωρούμε τις παρακάτω πόσοτητες

d(t) =

�
Rn+
yγ|∇u|2Gγ dx (7.0.5)

και

h(t) =

�
Rn+
yγu2Gγ dx. (7.0.6)

Για τους σκοπούς της παρούσας ενότητας υποθέτουμε ότι το u είναι μια λύση

του προβλήματος ελεύθερου συνόρου μας με μηδέν εμπόδιο και είναι μηδέν στην

αρχή. Πρώτα περιοριζόμαστε στην περίπτωση γ ≥ 0 και υπολογίζουμε

h′(t) =

�
Rn+

(2yγuutGγ + yγu2(Gγ)t) dx

=

�
Rn+

(2yγuutGγ − u2 div (yγ∇Gγ)) dx

= 2

�
Rn+

(yγut − div (yγ∇u))uGγ dx− 2d(t) (7.0.7)

όπου έχουμε χρησιμοποιήσει το Θεώρημα Απόκλισης και το γεγονός ότι uuν =

0 στο υπερεπίπεδο Rn−1
. Τώρα

d(t) =

�
Rn+
yγ|∇u|2Gγ dx

= −
�
Rn+
uGγ div (yγ∇u) dx−

�
Rn+
yγuGγ∇u · −→σ dx

αφού ∇Gγ = −→σ · Gγ όπου
−→σ =

(
x′

2t
, y

2t

)
. Αντικαθιστούμε στην (7.0.7) και
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έχουμε

h′(t) = 2

�
Rn+

(yγut − div (yγ∇u))uGγ dx+ 2

�
Rn+
uGγ div (yγ∇u) dx

+ 2

�
Rn+
yγuGγ∇u · −→σ dx

= 2

�
Rn+
yγ(ut +∇u · −→σ )uGγ dx.

Τώρα

d(t) = −
�
Rn+
yγ(ut +∇u · −→σ )uGγ dx+

�
Rn+

(yγut − div (yγ∇u))uGγ dx

=

�
Rn+

(
1

2
(yγut − div (yγ∇u))− yγ(ut +∇u · −→σ )

)
uGγ dx

+
1

2

�
Rn+

(yγut − div (yγ∇u))uGγ dx

και

h′(t) =

�
Rn+

(2yγ(ut +∇u · −→σ )− (yγut − div (yγ∇u)))uGγ dx+

+

�
Rn+

(yγut − div (yγ∇u))uGγ dx.

΄Αρα

d(t)h′(t) =
1

2

(�
Rn+

(yγut − div (yγ∇u))uGγ dx

)2

− 1

2

(�
Rn+

((yγut − div (yγ∇u))− 2yγ(ut +∇u · −→σ ))uGγ dx

)2

=
1

2

(�
Rn+

(yγut − div (yγ∇u))uGγ dx

)2

− 2

(�
Rn+

(
1

2
(yγut − div (yγ∇u))− yγ(ut +∇u · −→σ )

)
uGγ dx

)2

.
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Τώρα

d′(t) =
d

dt

�
Rn+
yγ|∇u|2Gγ dx

= −
�
Rn+

div (yγ∇Gγ)|∇u|2 dx− 2

�
Rn+
∇Gγ(y

γ∇u)ut dx− 2

�
Rn+
Gγ div (yγ∇u)ut dx

= −
�
Rn+

div (yγ∇Gγ)|∇u|2 dx− 2

�
Rn+
yγ∇u · −→σ Gγut dx− 2

�
Rn+

div (yγ∇u)Gγut dx.

(7.0.8)

Από την ισότητα Rellich−Necas έχουμε

div (yγ∇Gγ)|∇u|2 = div (yγ∇Gγ|∇u|2)− 2 div (yγ∇Gγ · ∇u∇u) + 2∆(yγ∇Gγ)∇u · ∇u

+ 2yγ∇Gγ∇u∆u.

Τώρα αν βk := yγ(∇Gγ)k = yγσkGγ είναι εύκολο να δούμε οτι

Diβk =

yγ
δik
2t
Gγ + yγ xixk

(2t)2
Gγ, i < n

γyγ−1 xk
2t
Gγ + yγ 1

2t
Gγ + yγ xky

(2t)2
Gγ, i = n.

΄Αρα, αν εφαρμόσουμε ξανά το Θεώρημα Απόκλισης, θα έχουμε

�
Rn+

div (yγ∇Gγ)|∇u|2 dx = 2

�
Rn+
yγ∇Gγ∇u∆u dx+ 2

�
Rn+
γyγ−1∇u∇Gγuy dx

+ 2

�
Rn+
yγ

1

2t
|∇u|2Gγ dx+ 2

�
Rn+
yγ
(
x · ∇u

2t

)2

Gγ dx
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και η (7.0.8) γίνεται

d′(t) = −2

�
Rn+
∇u · −→σ Gγ div (yγ∇u) dx− 1

t
d(t)− 2

�
Rn+
yγ(∇u · −→σ )2Gγ dx

− 2

�
Rn+
yγ∇u · −→σ Gγut dx− 2

�
Rn+

div (yγ∇u)Gγut dx

= −2

�
Rn+

(∇u · −→σ div (yγ∇u) + yγ(∇u · −→σ )2 + yγ∇u · −→σ ut + div (yγ∇u)ut)Gγ dx

− 1

t
d(t)

= −2

�
Rn+

(
(∇u · −→σ )2 + 2∇u · −→σ 1

2

(
1

yγ
div (yγ∇u) + ut

)
+

1

yγ
div (yγ∇u)ut

)
yγGγ dx

− 1

t
d(t)

= −1

t
d(t) +

1

2

�
Rn+

(
ut −

1

yγ
div (yγ∇u)

)2

yγGγ dx

− 2

�
Rn+

(
ut +∇u · −→σ +

1

2

(
1

yγ
div (yγ∇u)− ut

))2

yγGγ dx

=: −1

t
d(t) + I(t).

Τώρα αν φ(t) = 2td(t)
h(t)
τότε

φ′(t) =
2t

h2(t)
(I(t)h(t)− d(t)h′(t))

και

I(t)h(t)− d(t)h′(t) =
1

2

�
Rn+

(
ut −

1

yγ
div (yγ∇u)

)2

yγGγ dx ·
�
Rn+
yγu2Gγ dx

− 2

�
Rn+

(
ut +∇u · −→σ +

1

2

(
1

yγ
div (yγ∇u)− ut

))2

yγGγ dx ·
�
Rn+
yγu2Gγ dx

− 1

2

(�
Rn+

(
ut −

1

yγ
div (yγ∇u)

)
yγuGγ dx

)2

− 2

(�
Rn+

(
1

2

(
ut −

1

yγ
div (yγ∇u)

)
− (ut +∇u · −→σ )

)
yγuGγ dx

)2
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άρα

φ′(t) ≥ t
J(t)

h(t)

όπου

J(t) :=

�
Rn+

(
ut −

1

yγ
div (yγ∇u)

)2

yγGγ dx. (7.0.9)

Μόλις αποδείξαμε το παρακάτω Λήμμα

Λήμμα 7.1. ΄Εστω u ∈ W 2,∞
x,t (Rn

+× (−∞, 0]) με συμπαγή φορέα και uuν = 0

στο υπερεπίπεδο Rn−1
. Θέτουμε

φ(t) = 2t
d(t)

h(t)

όπου d(t) και h(t) ορίζονται στις (7.0.5), (7.0.6). Τότε

φ′(t) ≥ t
J(t)

h(t)

όπου J(t) ορίζεται στην (7.0.9).

Η απόδειξη του παρακάτω Λήμματος είναι όμοια με αυτήν του Λήμματος 7.1

και την παραλείπουμε.

Λήμμα 7.2. ΄Εστω

d(r) = r2

�
Rn+
yγ|∇u(x′, y,−r2)|2Gγ(x

′, y,−r2) dx

και

h(r) =

�
Rn+
yγu2(x′, y,−r2)Gγ(x

′, y,−r2) dx

όπου Gγ είναι η ποσότητα στη σχέση (7.0.4) και u(x, t) ∈ W 2,∞
x,t (Rn

+×(−∞, 0])

έχει συμπαγή φορέα με uuν = 0 στον Rn−1
. Αν

φ(r) =
d(r)

h(r)
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τότε

φ′(r) ≥ −r3J(r)

h(r)

όπου

J(r) =

�
Rn+
yγ
(

1

yγ
div (yγ∇u(x, y,−r2)− ut(x, y,−r2)

)
Gγ(x, y,−r2) dx.

Στο επόμενο λήμμα μας, δείχνουμε ότι εάν κάποιος πρέπει να εξετάσει φραγ-

μένα χωρία αντί για άπειρες λωρίδες, ο τύπος μονοτονίας θα πρέπει να αλλάξει

ανάλογα.

Λήμμα 7.3. ΄Εστω u λύση του προβλήματος Ελευθέρου συνόρου και για

(x, t) = (x′, y, t) θέτουμε v(x, t) = u(x, t)ψ̄(x) όπου ψ̄ ∈ C∞0 (B4) είναι συ-

νάρτηση αποκοπής τέτοια ώστε 0 ≤ ψ̄ ≤ 1, ψ̄ ≡ 1 στην B3, ψ̄ ≡ 0 έξω από

την B7/2 και Lγψ̄ φραγμένη. Θέτουμε

φ(t) = 2t
d(t)

h(t)

όπου

h(t) =

�
Rn+
yγv2(x, y, t)Gγ(x, y, t) dx

και

d(t) =

�
Rn+
yγ|∇v(x, y, t)|2Gγ(x, y, t) dx.

Τότε υπάρχουν καθολικές θετικές σταθερές C, C0 τέτοιες ώστε

φ′(t)− Cφ(t) ≥ Ct+ C
te

1
Ct

h(t)
||u||L2(Q4)

για t ∈ (−C0, 0).

Απόδειξη. Παρατηρούμε ότι αν v = uψ τότε η h(t) ικανοποιεί

h′(t) = 2

�
Rn+
yγvvtG dx+

�
Rn+
yγv2Gγ dx

= 2

�
Rn+
yγ(vt − Lγv)vGγ dx− 2

�
Rn+
yγ|∇v|2Gγ dx.
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Χρησιμοποιώντας συνήθεις εκτιμήσεις ενεργείας έχουμε

||u||L∞(Q3) + ||∇u||L∞(Q3) ≤ C||u||L2(Q4) (7.0.10)

για κάποια θετική σταθερά C.

Τώρα

h′(t) ≥ −C
�
Rn+
yγ(|u||∇u|+ |u|2)Gγ dx− 2

�
Rn+
yγ|∇(uψ)|2Gγ dx

αφού

| div (yγ∇(uψ)− yγψut)| = |2yγ∇u∇ψ + u div (yγ∇ψ)|.

ΤώραGγ(x, y, t) = cn,γ

(−t)
n+γ
2
e
|x|2+y2

4t και στους φορείς supp∇ψ, supp( div (yγ∇ψ)),

χρησιμοποιώντας την (7.0.10) έχουμε

�
Rn+
yγ(|u||∇u|+ |u|2)Gγ dx ≤ Ch(t) + Ce

1
Ct ||u||2L2(Q4)

για t ∈ (−C0, 0). Ξανά από τις εκτιμήσεις ενεργείας έχουμε

h′(t) ≥ −Ch(t)− Ce
1
Ct ||u||2L2(Q4)

για t ∈ (−C0, 0). Από το Λήμμα 7.1

φ′(t) =

(
2td(t)

h(t)

)′
≥ t

J(t)

h(t)
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όπου

J(t) =

�
Rn+
yγ((uψ)t − Lγ(uψ))2Gγ dx

=

�
Rn+
yγ(2∇u∇ψ − uLγ(ψ))2Gγ dx

≤ C

�
Rn+
yγ|u|2Gγ dx+ C

�
Rn+
yγ|∇u|2Gγ dx+ Ce

1
Ct

�
Rn+
|u|2 dx

�
Rn+
|∇u|2 dx

≤ C
(
h(t) + d(t) + e

1
Ct ||u||4L2(Q4)

)
.

΄Αρα,

φ′(t) ≥ t
J(t)

h(t)
≥ Ct+ Cφ(t) + C

te
1
Ct

h(t)
||u||4L2(Q4)

για t ∈ (−C0, 0) και η απόδειξη ολοκληρώνεται.

Πόρισμα 7.4. Υπάρχουν σταθερές C, C0 > 0 τέτοιες ώστε

F (t) = e−Ctφ(t)− Ce−Ct

είναι μη-φθίνουσα για t ∈ (−C0, 0) μικρό και φ είναι όπως στο Λήμμα 7.3,

δεδομένου ότι Λ =
||u||L2

h(t)
είναι φραγμένο για t ∈ (−C0, 0).

Η απόδειξη του επόμενου λήμματος μας είναι παρόμοια με αυτή του Λήμμα-

τος 7.3.

Λήμμα 7.5. ΄Εστω u είναι λύση του προβλήματος Ελευθέρου Συνόρου και ψ̄ ε-

ίναι η συνάρτηση αποκοπής που ορίστηκε στο Λήμμα 7.3. ΄Εστω h(r), d(r), φ(r)

όπως στο Λήμμα 7.2 και h(r) ≥ C0r
β
για κάποιο β > 0 αρκετά μεγάλο και

C0 > 0 καθολική σταθερά. Τότε υπάρχουν C > 0, R0 > 0 αρκετά μικρό έτσι

ώστε η

F(r) = eCr
γ

φ(r) + CeCr
γ

να είναι μη-φθίνουσα για r ∈ (0, R0) και κάποιο γ > γ(β) > 0.

Στο επόμενο μέρος της θεωρίας μας θα αποδείξουμε τον τύπο μονοτονίας

για τους σταθμικούς όρους των ποσοτήτων d(r) και h(r) (δείτε π.χ. [7], [10],
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και[12]). ΄Εστω

D(r) = − 1

r2

� 0

−r2
t

�
Rn+
yγ|∇v(x′, y, t)|2Gγ(x

′, y, t) dxdt =
1

r2

� 0

−r2
d(t) dt

(7.0.11)

και

H(r) =
1

r2

� 0

−r2

�
Rn+
yγv2(x′, y, t)Gγ(x

′, y, t) dxdt =
1

r2

� 0

−r2
h(t) dt. (7.0.12)

Τότε έχουμε το επόμενο Λήμμα

Λήμμα 7.6. ΄ΕστωD(r), H(r) είναι όπως στις (7.0.11), (7.0.12) και v(x, y, t), Gγ(x, y, t)

έχουν επιλεγεί όπως το Λήμμα 7.3. Αν F0(r) = D(r)
H(r)
τότε

F′0(r) =
2

r

h(−r2)

H(r)
(φ(r)− F0(r))

όπου φ(r) = d(−r2)
h(−r2)

ορίζονται στο Λήμμα 7.2.

Απόδειξη. Υπολογίζουμε τις παραγώγους

D′(r) = −2

r
D(r) +

2

r
d(−r2)

και

H ′(r) = −2

r
H(r) +

2

r
h(−r2)

τότε

F′0(r) = − 1

H2(r)
(D′(r)H(r)−H ′(r)D(r)) = − 1

H2(r)

2

r
(d(−r2)H(r)− h(−r2)D(r))

το οποίο δίνει

F′0(r) =
h(−r2)

H(r)

2

r
(φ(r)− F0(r))

για φ(r) = d(−r2)
h(−r2)

.
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Πόρισμα 7.7. Υποθέτουμε ότι H(r) & rβ για κάποιο β > 0 αρκετά μεγάλο.

Τότε υπάρχουν C > 0 και R0 > 0 αρκετά μικρό έτσι ώστε η

G(r) = ecr
δ

F0(r) + Cecr
δ

να είναι μη-φθίνουσα για r ∈ (0, R0) και κάποιο δ = δ(β) > 0.

Παρατήρηση 7.8. Η υπόθεση για την H(r) στο Πόρισμα 7.7 μπορεί να απο-

φευχθεί θεωρώντας μια περικοπή του τύπου μονοτονικότητας με την κατάλληλη

ποσότητα τάξης rβ όπως στην εργασία [11].

Το κύριο θεώρημα της παρούσας ενότητας ακολουθεί παρακάτω.

Θεώρημα 7.9. ΄Εστω u είναι λύση του προβλήματος Ελευθέρου Συνόρου

όπως στο Λήμμα 7.5 και έστω β > 1 − s με ε ∈ (0, β − 1 + s) αρκετά μικρό.

Τότε υπάρχει σταθερά C0 > 0 (που εξαρτάται μόνο από τα γ, n, ε και το εμπόδιο)

έτσι ώστε η συνάρτηση

Φ(r) :=
1

2
reCr

ε d

dr
log max{H(r), r2(2−β)}+ 2eCr

ε

να είναι μη-φθίνουσα για r ∈ (0, 1).

Απόδειξη. Για να δείξουμε οτι η Φ(r) είναι μονότονη αρκεί να αποδείξουμε ότι

d

dr

(
r
H ′(r)

H(r)

)
≥ −C

(
r
H ′(r)

H(r)
+ 4

)
rε−1. (7.0.13)

Παρατηρείστε ότι, χρησιμοποιώντας τους συμβολισμούς του Λήμματος 7.6, έχου-

με

D(r) = − 1

r2

� 0

−r2
t

�
Rn+
yγ|∇v|2Gγ dxdt

= − 1

r2

� 0

−r2
t

(�
Rn+

( div (yγ∇v) + yγ∇v · −→σ )vGγ dx

)
dt (7.0.14)
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και

H(r) =
1

r2

� 0

−r2
h(t) dt

= h(−r2)− 2

r2

� 0

−r2
t

(�
Rn+

(yγvt − div (yγ∇v))vGγ dx

)
dt− 2D(r).

(7.0.15)

Δηλαδή

r
H ′(r)

H(r)
= 4

D(r)

H(r)
+
J0(r)

H(r)
. (7.0.16)

όπου

J0(r) = − 2

r2

� 0

−r2
t

�
Rn+

(yγvt − div (yγ∇v))vGγ dxdt.

Είναι αρκετό να εκτιμήσουμε τη παράγωγο κάθε όρου στο δεξιό μέλος της

σχέσης (7.0.16) ξεχωριστά. Για το πρώτο όρο έχουμε, από το Λήμμα 7.6, ότι

F′0(r) =
2

r

h(−r2)

H(r)
(φ(r)− F0(r)) = −2

r

1

H2(r)
(d(−r2)H(r)− h(−r2)D(r))

(7.0.17)

άρα είναι αρκετό να εκτιμήσουμε τη διαφορά

A(r) = d(−r2)

� 0

−r2
h(t) dt− h(−r2)

� 0

−r2
d(t) dt =

� 0

−r2
(d(−r2)h(t)− h(−r2)d(t)) dt.

Αυτό είναι όμως ταυτόσημο με το περιεχόμενο του Λήμματος 7.1 από όπου,

μαζί με την (7.0.17), καταλήγουμε ότι

F′0(r) ≥ − 2

r3

1

H(r)

� 0

−r2
t2
�
Rn+

(
vt −

1

yγ
div (yγ∇v)

)2

yγGγ dxdt ≥ −Cr2ε−1
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Για τον δεύτερο όρο στην (7.0.16) έχουμε

d

dr

(
J0(r)

H(r)

)
=

1

H2(r)
(J ′0(r)H(r)−H ′(r)J0(r))

=
4

r3

� 0

−r2
t

�
Rn+

(yγvt − div (yγ∇v))vGγ dxdt ·
1

H(r)

− 4

r
r2

�
Rn+

(yγvt(x
′, y,−r2)− div (yγ∇v(x′, y,−r2)))v(x′, y,−r2)Gγ(x

′, y,−r2) dx · 1

H(r)

+
2

r2

H ′(r)

(H(r))2

� 0

−r2
t

�
Rn+

(yγvt − div (yγ∇v))vGγ dxdt

= B1(r) +B2(r) +B3(r).

Τώρα

B1(r) ≥ − 4

r3

1

H(r)

(� 0

−r2

�
Rn+
yγu2Gγ dxdt

)1/2

(7.0.19)

·

(� 0

−r2
t2
�
Rn+
yγ
(
vt −

1

yγ
div (yγ∇v)

)2

Gγ dxdt

)1/2

= − 4

r2

1

H(r)
(H(r))1/2

(� 0

−r2
t2
�
Rn+
yγ
(
vt −

1

yγ
div (yγ∇v)

)2

Gγ dxdt

)1/2

≥ −Crε−1. (7.0.20)

Ομοίως,

B3(r) ≥ −2

r

H ′(r)

(H(r))2
(H(r))1/2

(� 0

−r2
t2
�
Rn+

(
vt −

1

yγ
div (yγ∇v)

)2

yγGγ dxdt

)1/2

≥ −CrH
′(r)

H(r)
rε−1. (7.0.21)Ειρ
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Τελικά, για να εκτιμήσουμε τη B2(r), παρατηρούμε ότι

B2(r) ≥ − 4

rH(r)

(�
Rn+
yγv2(x′, y,−r2)Gγ(x

′, y,−r2) dx

)1/2

·

(
r4

�
Rn+
yγ
(
vt(x

′, y,−r2)− 1

yγ
div (yγ∇v(x′, y,−r2))

)2

Gγ(x
′, y,−r2) dx

)1/2

και επίσης,

(�
Rn+
yγv2(x′, y,−r2)Gγ(x

′, y,−r2) dx

)1/2

= (h(−r2))1/2 =
(r

2
H ′(r) +H(r)

)1/2

= (H(r))1/2

(
r

2

H ′(r)

H(r)
+ 1

)1/2

άρα,

B2(r) ≥ − 2

rH(r)
(H(r))1/2

(
r

2

H ′(r)

H(r)
+ 2

)

·

(
r4

�
Rn+
yγ
(
vt(x

′, y,−r2)− 1

yγ
div (yγ∇v(x′, y,−r2))

)2

Gγ(x
′, y,−r2) dx

)1/2

≥ −C
(

2 +
r

2

H ′(r)

H(r)

)
rε−1. (7.0.22)

Συνδυάζοντας τις (7.0.18), (7.0.19), (7.0.21) και την (7.0.22) η απόδειξη ολο-

κληρώνεται.
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