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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

Σε αυτή τη διατριβή, ϑα ασχοληθούµε µε την επίλυση του συστήµατος των
νόµων διατήρησης :

ut + f(u)x = 0, (1.0.1)

όπου f : Rn → Rn µια δεδοµένη οµαλή διανυσµατική συνάρτηση και x ∈ R,
t ≥ 0. Το πιο πάνω σύστηµα µερικών διαφορικών εξισώσεων ονοµάζεται
σύστηµα νόµων διατήρησης γιατί αναφέρει ότι ένα ϕυσικό µέγεθος ενός α-
ποµονωµένου ϕυσικού συστήµατος δεν µεταβάλλεται καθώς το σύστηµα ε-
ξελίσσεται στο χώρο και το χρόνο. Κατ΄ ακρίβειαν, η διατήρηση της µάζας,
της ορµής και της ενέργειας στην Κλασσική Φυσική µπορεί να εκφραστεί στη
µορφή µερικών διαφορικών εξισώσεων που γράφονται ως :

ut + f(u)x = 0.

Μια λύση του πιο πάνω συστήµατος λέγεται κλασσική αν υπάρχουν όλες
οι παραγώγοι της που εµφανίζονται στην µερική διαφορική εξίσωση. Αρκετά
συχνά στην προσπάθεια µας να επιλύσουµε το πιο πάνω σύστηµα στα πλαίσια
µιας κλασσικής λύσης, είναι πιθανόν σε πεπερασµένο χρόνο να εµφανιστούν
ασυνέχειες. Γι΄ αυτό το λόγο ορίζουµε τις ασθενείς λύσεις, για τις οποίες όπως
ϑα δούµε το µόνο που ϑα απαιτήσουµε είναι να είναι τοπικά ολοκληρώσιµες,
επεκτείνοντας κατά πολύ µε αυτό τον τρόπο την έννοια της λύσης. ΄Οπως
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8 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΕΙΣΑΓΩΓ΄Η

ϑα δούµε, η έννοια της ασθενούς λύσης δεν είναι αρκετά αυστηρή ώστε να
µας εξασφαλίσει µοναδική λύση, λόγω των ασυνεχειών που υπάρχουν. Επο-
µένως, ϑα ϑέσουµε κριτήρια αποδεκτικότητας, ώστε να απορρίψουµε λύσεις
µη-αποδεκτές στα πλαίσια της ϕυσικής σηµασίας του προβλήµατος µε την
ελπίδα να ξεχωρίσουµε τη µοναδική λύση που ϑα είναι και η ϕυσική λύση.

Η εντατική µελέτη αυτών των λύσεων ξεκίνησε από τον P. Lax την δεκαε-
τία του 1950. Ο P.Lax κατέφερε να επιλύσει το πρόβληµα του Riemann στο
πλαίσιο των ασθενών λύσεων στο άρθρο [5] το 1957. Το πρόβληµα του Rie-
mann αποτελείται από το σύστηµα νόµων διατήρησης (1.0.1) µε τα αρχικά
δεδοµένα να αποτελούνται από δύο σταθερές τιµές u−,u+ της µορφής:

u(0, x) =

u+, εάνx > 0

u−, εάνx < 0 .

Με την προϋπόθεση, ότι τα χαρακτηριστικά πεδία είναι γνησίως µη-γραµµικά
ή γραµµικώς εκφυλισµένα, ο Lax απέδειξε ότι υπάρχει λύση u(x, t) αρκεί οι
δεδοµένες τιµές u−, u+ να είναι αρκετά κοντά. Η λύση u(x, t) είναι οµογενής,
δηλαδή της µορφής g(x

t
) και αποτελείται από n τιµές οι οποίες σχετίζονται µε

ένα γεωµετρικό τρόπο. Συγκεκριµένα, αυτές οι τιµές ϐρίσκονται πάνω στις
καµπύλες αραίωσης και κρούσεως των οποίων και πάλι ο Lax ανέπτυξε τη
ϑεωρία. Η λύση του Lax ικανοποιεί τα κριτήρια αποδεκτικότητας και αυτό
αποτέλεσε έναυσµα για την µελέτη του γενικότερου προβλήµατος (1.0.1) µε
αρχική συνθήκη

u(0, x) = ū. (1.0.2)

Η γενική ϑεωρία των συστηµάτων (1.0.1) αναπτύχθηκε λοιπόν έχοντας
τα προβλήµατα Riemann ως δοµικά υλικά. Το πρώτο αποτέλεσµα ύπαρξης
ασθενούς αποδεκτής λύσης για όλους τους χρόνους t > 0 ήρθε από τον Ja-
mes Glimm [4] το 1965, ο οποίος κατασκεύασε την µέθοδο τυχαίας επιλογής
(random choice method). Στην συνέχεια, από την ιταλική σχολή ο Alberto
Bressan και οι µαθητές του ανέπτυξαν την µέθοδο ιχνηλάτησης (front tra-
cking method) [2]. Μια διαφορετική µέθοδος η οποία επίσης µας δίνει µια
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ασθενή αποδεκτή λύση είναι η µέθοδος του µηδενικού ιξώδους που παρέµει-
νε ανοικτή για πολλά χρόνια και επιλύθηκε από τους Bianchini-Bressan [1]
το 2005.

Σε αυτή τη διατριβή ϑα µελετήσουµε την προσεγγιστική µέθοδο ιχνηλάτη-
σης µετώπου. Με αυτήν ϑα κατασκευάσουµε µια ακολουθία από προσεγγι-
στικές λύσεις οι οποίες ϑα συγκλίνουν και ϑα δείξουµε ότι το όριο τους ϑα
αποτελεί µια ασθενή λύση του συστήµατος των νόµων διατήρησης και ϑα ικα-
νοποιεί µια από τις συνθήκες αποδεκτικότητας που ϑα ϑέσουµε. Η µέθοδος
ιχνηλάτησης µετώπου έχει αντίστοιχη ϕιλοσοφία µε αυτήν της τυχαίας επιλο-
γής του Glimm. Η κύρια διαφορά της είναι ότι σε κάθε σηµείο που επιλύεται
το πρόβληµα Riemann, η λύση προσεγγίζεται απο µια τµηµατικά σταθερή συ-
νάρτηση και πιο συγκεκριµένα µονάχα τα κύµατα αραίωσης αντικαθιστώνται
απο µια συνάρτηση τµηµατικά σταθερή. Το άλλο σηµαντικό πλεονέκτηµα
της µεθόδου έναντι της µεθόδου τυχαίας επιλογής είναι η προσθήκη των τε-
χνιτών κυµάτων (non-physical) για την επίλυση ενός ελεγχόµενου συνολικού
αριθµού προβληµάτων Riemann. Αυτό έχει ως πλεονέκτηµα την επίλυση αρ-
κετά λιγότερων προβλήµάτων Riemann σε σύγκριση µε την µέθοδο τυχαίας
επιλογής. Επίσης, η µέθοδος έχει αναπτυχθεί αρκετά απο τον Bressan ώστε
να εξασφαλίζει ακόµη και την L1 ευστάθεια των ασθενών λύσεων που εξασφα-
λίζει. Να επισηµάνουµε ότι οι ασθενείς λύσεις που κατασκευάζονται µε αυτές
τις δύο µεθόδους είναι ταυτόσηµες.

Αυτές οι µέθοδοι χρησιµοποιούνται στην έρευνα µέχρι και σήµερα σε
διάφορα προβλήµατα µε συστήµατα νόµων διατήρησης που εµπλέκουν και
άλλους µη-οµογενείς όρους g(u) ακόµη και µη-τοπικούς (non-cocal), όπως
και µη γραµµικές ϱοές f που εξαρτώνται άµεσα απο την λύση u, δηλαδή
της µορφής f(u, x, t) ή περιγράφουν ϱοές µε µνήµη, δηλαδή της µορφής� t

0
f(u(x, τ))dτ . Η µέθοδος ιχνηλάτησης µετώπου χρησιµοποιείται πιο ευ-

ϱέως λόγω των πλεονεκτηµάτων που έχουν αναφερθεί πιο πάνω. Επίσης, έχει
χρησιµοποιηθεί η µέθοδος για την αριθµητική επίλυση υπερβολικών µερικών
διαφορικών εξισώσεων.

Η διατριβή αποτελείται από τέσσερα κεφάλαια και κυρίως ϐασίζεται στο
ϐιβλίο µε τίτλο Hyperbolic Systems of Conservation Laws. The One- Dimen-
sional Cauchy Problem του A. Bressan [2]. Στο Κεφάλαιο 2 ϑα ορίσουµε τις
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10 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΕΙΣΑΓΩΓ΄Η

ασθενείς λύσεις και ϑα διατυπώσουµε µια αναγκαία και ικανή συνθήκη ώστε
µια συνάρτηση να είναι ασθενής λύση του συστήµατος των νόµων διατήρη-
σης. Επίσης, ϑα διατυπώσουµε τις συνθήκες αποδεκτικότητας. Στο Κεφάλαιο
3 ϑα αναπτύξουµε δύο λύσεις του προβλήµατος Riemann για δύο συγκεκρι-
µένες περιπτώσεις και ακολούθως ϑα ενώσουµε αυτές τις δύο λύσεις για να
ορίσουµε την ασθενή λύση για το πρόβληµα Riemann µε αρχικά δεδοµένα
που ϐρίσκονται αρκετά κοντά. Στο Κεφάλαιο 4 ϑα περιγράψουµε την µέθο-
δο ιχνηλάτησης µετώπου: ϑα ορίσουµε την ακολουθία απο προσεγγιστικές
λύσεις που ϑα είναι τµηµατικά σταθερές συναρτήσεις. Αυτές ϑα προκύψουν
επιλύοντας προβλήµατα Riemann στα σηµεία που ϑα συγκρούονται τα µέτω-
πα της λύσης. Τέλος, ϑα δείξουµε ότι αυτή η ακολουθία ϑα συγκλίνει σε µια
ασθενή λύση του συστήµατος των νόµων διατήρησης και ϑα ικανοποιεί την
αρχική συνθήκη του προβλήµατος. Η σύγκλιση ϑα ισχύει µε την προϋπόθεση
ότι η αρχική συνθήκη ϑα έχει µικρή ολική διακύµανση.
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Κεφάλαιο 2

Ασθενείς λύσεις

Σε αυτό το κεφάλαιο, ϑα ορίσουµε την ασθενή λύση σε συστήµατα νόµων
διατήρησης και ϑα αποδείξουµε τη συνθήκη Rankine-Hugoniot που ισχύει
γύρω από µια ασυνέχεια ασθενών λύσεων. Τέλος, ϑα παρουσιάσουµε τις
συνθήκες αποδεκτικότητας ασθενών λύσεων ώστε να απορρίψουµε ασθενείς
λύσεις που δεν σχετίζονται µε τη ϕυσική σηµασία του προβλήµατος.

2.1 Εισαγωγή στις ασθενείς λύσεις

΄Εστω f : Rn → Rn µια οµαλή διανυσµατική συνάρτηση.

Ορισµός 2.1. Μια µετρήσιµη συνάρτηση u = u(t, x) από ένα ανοικτό σύνο-

λο Ω ⊂ R × R στο Rn λέγεται λύση κατανοµής του συστήµατος των νόµων

διατήρησης :

ut + f(u)x = 0, (2.1.1)

εάν για κάθε C1 συνάρτηση φ : Ω→ Rn µε συµπαγή ϕορέα µέσα στο Ω ισχύει :

�
Ω

[uφt + f(u)φx] dxdt = 0. (2.1.2)

Για να πάρουµε τη (2.1.2), αρκεί να πολλαπλασιάσουµε τη (2.1.1) µε µια
C1 συνάρτηση δοκιµής φ που έχει συµπαγή ϕορέα που περιέχεται στο Ω και
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12 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΑΣΘΕΝΕ΄ΙΣ Λ΄ΥΣΕΙΣ

να ολοκληρώσουµε στο Ω. Με αυτό τον τρόπο παίρνουµε
�

Ω

[utφ+ f(u)xφ] dxdt = 0,

και ισοδύναµα
�

Ω

[(uφ)t + (f(u)φ)x − uφt − f(u)φx] dxdt = 0. (2.1.3)

Εφόσον, η φ έχει συµπαγή ϕορέα που περιέχεται στο Ω ισχύει ότι
�

Ω

(uφ)tdxdt = 0 και
�

Ω

(f(u)φ)xdxdt = 0.

Εποµένως, από τη (2.1.3) έπεται ότι
�

Ω

[uφt + f(u)φx] dxdt = 0.

Το πλεονέκτηµα του Ορισµού 2.1 είναι ότι επιτρέπει σε ασυνεχείς συναρτήσεις
u : R × R → Rn να είναι λύσεις του συστήµατος (2.1.1), διευρύνοντας κατ΄
αυτόν τον τρόπο την έννοια της λύσης. Το τέχνασµα στον Ορισµό 2.1 είναι η
ολοκλήρωση κατά µέρη που µας επιτρέπει να µεταφέρουµε την παραγώγιση
από τη u στη συνάρτηση δοκιµής φ. Παρατηρούµε ότι το µόνο που απαιτούµε
είναι η u και η f(u) να είναι τοπικά ολοκληρώσιµες στο Ω.

Ορισµός 2.2. Για δοσµένη αρχική συνθήκη

u(0, x) = ū(x), (2.1.4)

µε u ∈ L1
loc(R;Rn), λέµε ότι η συνάρτηση u : [0, T ] × R → Rn είναι λύση

κατανοµής του προβλήµατος του Cauchy:

ut + (f(u))x = 0

u(0, x) = ū(x)
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εάν ισχύει :

� T

0

� ∞
−∞

[uφt + f(u)φx] dxdt+

� ∞
−∞

ū(x)φ(0, x)dx = 0, (2.1.5)

για κάθεC1 συνάρτηση φ µε συµπαγή ϕορέα που περιέχεται στο σύνολο (−∞, T )×
R.

΄Οπως και στον Ορισµό 2.1, η σχέση (2.1.5) προκύπτει αφού πολλαπλα-
σιάσουµε το σύστηµα του νόµου διατήρησης (2.1.1) µε µια C1 συνάρτηση
δοκιµής φ µε συµπαγή ϕορέα που περιέχεται στο σύνολο (−∞, T ) × R και
ολοκληρώσουµε στο διάστηµα στο οποίο ορίζεται η u. Με αυτό τον τρόπο ϑα
έχουµε

� T

0

� ∞
−∞

[utφ+ f(u)xφ] dxdt = 0

και όπως προηγουµένως,

� T

0

� ∞
−∞

[(uφ)t + (f(u)φ)x − uφt − f(u)φx] dxdt = 0. (2.1.6)

Εφόσον, η φ έχει συµπαγή ϕορέα που περιέχεται στο σύνολο (−∞, T ) × R,
ο συµπαγής ϕορέας της φ περιέχεται σε ένα σύνολο της µορφής (−∞, T ) ×
(a, b), µε a, b ∈ R. Εποµένως, ισχύει φ(T, x) = 0 και φ(t, a) = φ(t, b) = 0.
Εποµένως, έχουµε ότι

� T

0

� ∞
−∞

(uφ)tdxdt =

� ∞
−∞

� T

0

(uφ)tdtdx

=

� ∞
−∞

[u(T, x)φ(T, x)− u(0, x)φ(0, x)] dx

= −
� ∞
−∞

u(0, x)φ(0, x)dx

= −
� ∞
−∞

ū(x)φ(0, x)dx
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14 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΑΣΘΕΝΕ΄ΙΣ Λ΄ΥΣΕΙΣ

και
� T

0

� ∞
−∞

(f(u)φ)xdxdt =

� T

0

� b

a

(f(u)φ)xdxdt

=

� T

0

[f(u(t, b))φ(t, b)− f(u(t, a))φ(t, a)]

= 0.

Εποµένως, η σχέση (2.1.6) γράφεται ως

� T

0

� ∞
−∞

[uφt + f(u)φx] dxdt+

� ∞
−∞

ū(x)φ(0, x)dx = 0.

Με αυτό τον τρόπο καταλήγουµε στον ορισµό ασθενούς λύσης του προβλήµα-
τος του Cauchy (2.1.1)-(2.1.4).

Ορισµός 2.3. Μια συνάρτηση u : [0, T ] × R → Rn είναι ασθενής λύση του

προβλήµατος του Cauchy (2.1.1)-(2.1.4) εάν η u είναι συνεχής ως συνάρτηση

του χρόνου από το [0, T ] στο L1
loc, η αρχική συνθήκη (2.1.4) ικανοποιείται και

ο περιορισµός της u στο (0, T ) × R είναι µια λύση κατανοµής του συστήµατος

(2.1.1).

2.2 Συνθήκη Rankine-Hugoniot

Σε αυτό το υποκεφάλαιο ϑα ασχοληθούµε µε µια συνάρτηση U η οποία ϑεω-
ϱούµε ότι είναι κατά τµήµατα Lipschitz συνεχής µε άλµατα ασυνέχειας πάνω
σε πεπερασµένο αριθµό καµπυλών στο t − x επίπεδο. Ο στόχος µας είναι
να αντλήσουµε συνθήκες που ϑα µας εξασφαλίζουν ότι η U είναι λύση του
(2.1.1). Θα ξεκινήσουµε µε µια απλή περίπτωση κατά τµήµατα σταθερής
συνάρτησης, και πιο συγκεκριµένα ϑεωρούµε την

U(t, x) =

u+, εάν x > λt

u−, εάν x < λt
, (2.2.1)

για κάποια δεδοµένα u−, u+ ∈ Rn, λ ∈ R.
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Λήµµα 2.4. Η συνάρτηση U είναι λύση του συστήµατος (2.1.1) εάν και µόνο

εάν

λ(u+ − u−) = f(u+)− f(u−). (2.2.2)

Ἀπόδειξη. ΄Εστω ότι η U είναι λύση του (2.1.1). Χωρίζουµε το Ω στις δύο
περιοχές

Ω+ = [x > λt], Ω− = [x < λt],

και ϑέτουµε το διάνυσµα Φ = (U · φ, f(U) · φ). Πράγµατι, για κάθε συνεχώς
παραγωγίσιµη συνάρτηση φ, δηλαδή ∀ φ ∈ C1, µε συµπαγή ϕορέα που
περιέχεται στο Ω, έχουµε ότι

0 =

�
Ω

[Uφt + f(U)φx] dxdt

=

�
Ω+

[Uφt + f(U)φx] dxdt+

�
Ω−

[Uφt + f(U)φx] dxdt. (2.2.3)

Τώρα το ολοκλήρωµα στο Ω+ είναι
�

Ω+

[Uφt + f(U)φx] dxdt =

�
Ω+

[(Uφ)t + (f(U)φ)x − φ(Ut + f(U)x)] dxdt.

Εφόσον, η U είναι σταθερή στο Ω+, ισχύει ότι Ut + f(U)x = 0 και εποµένως
έχουµε
�

Ω+

[Uφt + f(U)φx] dxdt =

�
Ω+

[(Uφ)t + (f(U)φ)x − φ(Ut + f(U)x)] dxdt

=

�
Ω+

[(Uφ)t + (f(U)φ)x] dxdt

=

�
Ω+

divΦ dxdt

=

�
∂Ω+

Φ · η ds,

από το Θεώρηµα της Απόκλισης µε η το κάθετο διάνυσµα στο ∂Ω+. Αφού η
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φ έχει συµπαγή ϕορέα µέσα στο Ω, ισχύει ότι
�

Ω+

[Uφt + f(U)φx] dxdt

=

�
∂Ω+

Φ · η ds

=

�
∂Ω+∩ευθεία ασυνέχειας

Φ · η ds

=

�
∂Ω+∩ευθεία ασυνέχειας

(U · φ, f(U) · φ) · (λ,−1)dt

=

�
∂Ω+∩ευθεία ασυνέχειας

[
u+λ− f(u+)

]
φ dt.

Με τον αντίστοιχο τρόπο υπολογίζουµε τον δεύτερο όρο στην (2.2.3),
�

Ω−
[Uφt + f(U)φx] dxdt

=

�
∂Ω−

Φ · η ds

=

�
∂Ω−∩ευθεία ασυνέχειας

Φ · (−(η)) ds

= −
�
∂Ω−∩ευθεία ασυνέχειας

(U · φ, f(U) · φ)(λ,−1)dt

=

�
∂Ω−∩ευθεία ασυνέχειας

−
[
u−λ− f(u−)

]
φ dt

΄Ετσι από την (2.2.3), έχουµε ότι

0 =

�
Ω

[Uφt + f(U)φx] dxdt

=

�
∂Ω+∩ευθεία ασυνέχειας

[
λ(u+ − u−)− (f(u+)− f(u−))

]
φ(t, λt)dt.

(2.2.4)

Αφού η σχέση (2.2.4) ισχύει ∀ φ ∈ C1
c , συνεπάγεται ότι

λ(u+ − u−) = f(u+)− f(u−).
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2.2. ΣΥΝΘ΄ΗΚΗ RANKINE-HUGONIOT 17

Ακολουθώντας την αντίθετη διαδικασία εξασφαλίζουµε και την άλλη κατε-
ύθυνση αφού σε κάθε ϐήµα έχουµε ισοδυναµία.

Η διανυσµατική εξίσωση (2.2.1) ονοµάζεται συνθήκη Rankine-Hugoniot
και αποτελείται από n-ϐαθµωτές εξισώσεις που συνδέουν την αριστερή και
δεξιά τιµή u−, u+ ∈ Rn µε την ταχύτητα λ της ασυνέχειας.

Παρατήρηση 2.1. Σηµειώνουµε µεA(u) = Df(u) τον n×n ιακωβιανό πίνακα

της f στο u και υποθέτουµε ότι το ευθύγραµµο τµήµα που ενώνει δύο τιµές u, v

περιέχεται εντελώς στο πεδίο ορισµού της f . Τότε ορίζουµε τον κατά µέσο όρο

πίνακα ως ακολούθως :

A(u, v) =

� 1

0

A (θu+ (1− θ)v) dθ (2.2.5)

και καλούµε λi(u, v), i = 1, . . . , n τις ιδιοτιµές του. Αφότου, ορίσουµε τον κατά

µέσο όρο πίνακα µπορούµε να γράψουµε την (2.2.2) στην ισοδύναµη µορφή:

λ(u+ − u−) = f(u+)− f(u−) =

� 1

0

d

dθ
f(θu+ + (1− θ)u−)dθ

=

� 1

0

Df(θu+ + (1− θ)u−)(u+ − u−)dθ

= A(u+, u−)(u+ − u−).

Με άλλα λόγια η συνθήκη Rankine-Hugoniot ισχύει εάν και µόνο εάν το άλµα

u+ − u− είναι ένα ιδιοδιάνυσµα του κατά µέσου όρου πίνακα A(u+, u−) και η

αντίστοιχη ιδιοτιµή λ είναι η ταχύτητα του συγκεκριµένου άλµατος.

Στη συνέχεια ϑα διατυπώσουµε ένα ϐοηθητικό λήµµα που ϑα µας ϐοη-
ϑήσει στην απόδειξη ενός σηµαντικού ϑεωρήµατος.

Λήµµα 2.5. ΄Εστω (uν)ν≥1 µια ακολουθία όπου οι όροι της αποτελούν λύσεις

κατανοµής του συστήµατος (2.1.1). Εάν ισχύει :

uν → u και f(uν)→ f(u) καθώς ν →∞

µε την νόρµα L1
loc, τότε και η u είναι µια λύση κατανοµής.
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Ἀπόδειξη. Πράγµατι, λόγω της σύγκλισης στο L1
loc έχουµε

�
Ω

(uφt + f(u)φx)dxdt =

�
Ω

( lim
ν→∞

uνφt + lim
ν→∞

f(uν)φx)dxdt

= lim
ν→∞

�
Ω

(uνφt + f(uν)φx)dxdt = 0

και στη τελευταία ισότητα χρησιµοποιήσαµε ότι uν είναι λύση κατανοµής

Ορισµός 2.6. Μια συνάρτηση u έχει κατά προσέγγιση άλµα ασυνέχειας σε ένα

σηµείο ψ̄ εάν υπάρχουν διανύσµατα u− 6= u+ και µοναδιαίο διάνυσµα µ ∈ Rm,

τέτοια ώστε αν ϑέσουµε

U(ψ) =

u+, εάν ψ · µ > 0

u−, εάν ψ · µ < 0
,

τότε ισχύει

lim
r→0+

1

rm

�
|ψ|<r
|u(ψ̄ + ψ)− U(ψ)|dψ = 0.

Θεώρηµα 2.7. ΄Εστω u µια ϕραγµένη λύση κατανοµής του συστήµατος (2.1.1)
και σταθεροποιούµε ένα σηµείο (τ, ξ). ΄Εστω u−, u+ ∈ Rn και ταχύτητα λ και

ϑεωρούµε τη συνάρτηση U όπως την ορίσαµε στο (2.2.1):

U(t, x) =

u+, εάν x > λt

u−, εάν x < λt
.

Εάν ισχύει

lim
r→0

1

r2

� r

−r

� r

−r
[u(τ + t, ξ + x)− U(t, x)] dxdt = 0, (2.2.6)

τότε ισχύουν οι συνθήκες Rankine-Hugoniot.

Ἀπόδειξη. Για κάθε η > 0, η συνάρτηση

uη(t, x) = u(τ + ηt, ξ + ηx) (2.2.7)
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2.2. ΣΥΝΘ΄ΗΚΗ RANKINE-HUGONIOT 19

είναι επίσης λύση του συστήµατος του νόµου διατήρησης (2.1.1). Για δοσµένη
αυθαίρετα µεγάλη σταθερά R, ισχύει

� R

−R

� R

−R
[uη(t, x)− U(t, x)] dxdt =

� R

−R

� R

−R
[u(τ + ηt, ξ + ηx)− U(t, x)] dxdt

=
1

η2

� ηR

−ηR

� ηR

−ηR
[u(τ + t, ξ + x)− U(t, x)] dxdt (2.2.8)

Εφόσον, ισχύει

lim
r→0

1

r2

� r

−r

� r

−r
[u(τ + t, ξ + x)− U(t, x)] dxdt = 0,

παίρνοντας η → 0 στη σχέση (2.2.8), έπεται ότι uη → U µε την L1
loc νόρµα.

Επιπρόσθετα, εφόσον η u είναι ϕραγµένη, τότε και η uη είναι ϕραγµένη.
Επίσης, επειδή η f είναι οµοιόµορφα Lipschitz συνεχής σε ϕραγµένα σύνολα,
έπεται ότι f(uη) → f(U) µε την L1

loc νόρµα. Εποµένως, από το Λήµµα 2.5
ισχύει πως η U είναι λύση κατανοµής του συστήµατος του (2.1.1) και άρα
από το Λήµµα 2.4 ισχύουν οι συνθήκες Rankine-Hugoniot.

Στη συνέχεια αυτού του υποκεφαλαίου ϑα παρουσιάσουµε µια αναγκα-
ία και ικανή συνθήκη ώστε µια κατά τµήµατα Lipschitz συνεχής συνάρτηση
να είναι λύση του συστήµατος (2.1.1). Αρχικά, πιο κάτω ϑα παραθέσουµε
κάποιες ιδιότητες που ικανοποιεί µια κατά τµήµατα Lipschitz συνεχής συ-
νάρτηση u = u(t, x), τις οποίες ϑα ονοµάσουµε (ΤΓ) για λόγους ευκολίας :

(ΤΓ): Η συνάρτηση u = u(t, x) είναι µετρήσιµη και ϕραγµένη. Επιπρόσθετα,
υπάρχει πεπερασµένος αριθµός σηµείων Pi = (ti, xi), i ∈ {1, . . . , n}, και
πεπερασµένος αριθµός Lipschitz συνεχών καµπυλών γj : (aj, bj) → R που
δεν τέµνονται µεταξύ τους, έτσι ώστε να ισχύει :

1. Κάθε σηµείο P = (t, x) που δεν συµπίπτει µε κάποιο Pi = (ti, xi) και
δεν ϐρίσκεται πάνω στις καµπύλες γj, έχει µια περιοχή V όπου η u

είναι Lipschitz συνεχής.

2. Κάθε σηµείο Q = (t, γj(t)) πάνω σε κάθε καµπύλη γj, έχει µια περιοχή
V τέτοια ώστε οι περιορισµοί της u στα υποσύνολα V + = V ∩ {x >
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γj(t)}, V − = V ∩ {x < γj(t)} είναι Lipschitz συνεχείς.

Επιπρόσθετα, µε A = Df ϑα συµβολίζουµε τον ιακωβιανό πίνακα της f .
Επίσης, το όριο από δεξιά και αριστερά της u(t, ·) κατά µήκος της καµπύλης
γj ϑα συµβολίζεται ως

u+
j (t) = lim

x→γ+j (t)
u(t, x) και u−j (t) = lim

x→γ−j (t)
u(t, x)

αντίστοιχα.
Προτού διατυπώσουµε αυτή την αναγκαία και ικανή συνθήκη ώστε µια κατά
τµήµατα Lipschitz συνεχής συνάρτηση να αποτελεί λύση του συστήµατος του
νόµου διατήρησης, ϑα διατυπώσουµε ένα ϐοηθητικό λήµµα.

Λήµµα 2.8 (Θεώρηµα Rademacher). ΄Εστω f : Rn 7→ Rm µία τοπικά Lipsch-

itz συνεχής. Τότε η f είναι σχεδόν παντού παραγωγίσιµη.

Θεώρηµα 2.9. ΄Εστω Ω ⊂ R2 ένα ανοικτό σύνολο και u : Ω 7→ Rn µια

συνάρτηση µε τις ιδιότητες (ΤΓ). Τότε τα πιο κάτω είναι ισοδύναµα:

1. Η u είναι λύση κατανοµής του συστήµατος (2.1.1).

2. Η εξίσωση ut + A(u)ux = 0 ισχύει σχεδόν παντού, όπου A(u) = Df(u).

Επιπρόσθετα, για κάθε j, σχεδόν για κάθε t ∈ (aj, bj) ισχύει

γ̇j(t)(u
+
j (t)− u−j (t)) = f(u+

j (t))− f(u−j (t)). (2.2.9)

Ἀπόδειξη. Εφόσον η u ικανοποιεί τις ιδιότητες (ΤΓ), ισχύει πως οι u, f(u)

είναι κατά τµήµατα Lipschitz συνεχείς. Εποµένως, από το Λήµµα 2.8 η u

και η f(u) είναι σχεδόν παντού παραγωγίσιµες. Οµοίως, αφού οι καµπύλες
γj είναι Lipschitz συνεχείς, λόγω του ότι η u ικανοποιεί τις ιδιότητες (ΤΓ),
ισχύει πως και οι γj : (aj, bj) 7→ R είναι σχεδόν παντού παραγωγίσιµες.
(1)⇒(2): ΄Εστω ότι η u είναι µια λύση κατανοµής. Εφόσον η u έχει τις ιδιότητες
(ΤΓ) υπάρχει Ω′ ⊂ Ω ανοικτό σύνολο στο οποίο η u είναι Lipschitz συνεχής.
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Τότε ∀φ ∈ C1
c µε συµπαγή ϕορέα που περιέχεται στο Ω′, έχουµε ότι

�
Ω

[ut + A(u)ux]φdxdt =

�
Ω′

[ut + A(u)ux]φdxdt

=

�
Ω′

[(uφ)t + (f(u)φ)x − uφt − f(u)φx] dxdt

= −
�

Ω′
[uφt + f(u)φx] dxdt = 0,

∀φ ∈ C1
c (Ω′), επειδή η u είναι λύση κατανοµής. Εποµένως, ισχύει ut +

A(u)ux = 0 σχεδόν παντού. Επιπρόσθετα, επειδή η γj είναι σχεδόν παντού
παραγωγίσιµη, επιλέγουµε ένα οποιοδήποτε σηµείο (τ, γj(τ)) στο οποίο η γj
είναι παραγωγίσιµη. Τότε, η u έχει κατά προσέγγιση άλµα ασυνέχειας στο
(τ, γj(τ)) και άρα εξ΄ ορισµού ισχύει η (2.2.6) µε τον τρόπο που ορίστηκε η U ,
παίρνοντας u− = u−j (τ), u+ = u+

j (τ), λ = γ̇j(τ). Εποµένως, από το Θεώρηµα
2.7 ισχύουν οι συνθήκες Rankine-Hugoniot και άρα ισχύει ότι

γ̇j(τ)(u+
j (τ)− u−j (τ)) = f(u+

j (τ))− f(u−j (τ)).

Αφού, η γj : (aj, bj) 7→ R είναι σχεδόν παντού παραγωγίσιµη και η επιλογή
του σηµείου (τ, γj(τ)) ήταν τυχαία, έχουµε

γ̇j(t)(u
+
j (t)− u−j (t)) = f(u+

j (t))− f(u−j (t)),

σχεδόν για κάθε t ∈ (aj, bj).
(2)⇒(1): ΄Εστω φ ∈ C1

c (Ω). ΄Εστω επίσης, a : [0,∞) 7→ [0, 1] µια οµαλή
ϐαθµωτή συνάρτηση τέτοια ώστε :

a(r) =

1, εάν r ≤ 1
2

0, εάν r ≥ 1
.

Επιπρόσθετα, ορίζουµε τις συναρτήσεις :

aε(r) = a(
r

ε
).

Για αρκετά µικρό ε > 0, οι µπάλες B(Pi, ε) µε κέντρα τα σηµεία Pi, δεν έχουν
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κοινό σηµείο. Για κάθε σηµείο P που δεν συµπίπτει µε κάποιο Pi, ορίζουµε :

φ̃ε(P ) = φ(P ) ·
∑
j

aε(|P − Pj|), φε(P ) = φ(P )− φ̃ε(P ).

Ισχύει ότι

φε(P ) = φ(P )

[
1−

∑
j

aε(|P − Pj|)

]
.

Για P = Pi, έχουµε

φε(Pi) = φ(Pi)

[
1−

∑
j

aε(|Pi − Pj|)

]
= φ(Pi) [1− [aε(|Pi − P1|) + · · ·+ aε(|Pi − Pi|) + · · ·+ aε(|Pi − Pn|)]]

= φ(Pi)

[
1−

[
a

(
|Pi − P1|

ε

)
+ · · ·+ a

(
|Pi − Pi|

ε

)
+ · · ·+ a

(
|Pi − Pn|

ε

)]]
.

Εφόσον, οι µπάλες B(Pi, ε) µε κέντρα τα Pi δεν έχουν κοινό σηµείο, ισχύει
|Pi − Pj| > ε, ∀ i, j ∈ {1, . . . , n}, µε i 6= j. ΄Αρα, έχουµε

φε(Pi) = φ(Pi) [1− (0 + · · ·+ 1 + · · ·+ 0)]

= 0.

΄Αρα παρατηρούµε ότι κάθε Pi ϐρίσκεται έξω από το ϕορέα της φε. Επίσης,
υποθέτουµε ότι ut+A(u)ux = 0 σχεδόν παντού και ότι ισχύουν σχεδόν παντού
οι συνθήκες Rankine-Hugoniot. Εποµένως, για κάθε ε > 0, εφαρµόζοντας
το Θεώρηµα της Απόκλισης παίρνουµε

�
[uφεt + f(u)φεx] dxdt = −

�
[ut + A(u)ux]φ

εdxdt

+
∑
j

� bj

aj

[
γ̇j(u

+
j − u−j )−

(
f(u+

j )− f(f(u−j ))
)]
φε(t, γj)dt

= 0. (2.2.10)
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Επίσης, έχουµε∣∣∣∣� [
uφ̃εt + f(u)φ̃εx

]
dxdt

∣∣∣∣ ≤ (||u||L∞ + ||f(u)||L∞) · ‖∇φ̃ε‖L1 .

Παρατηρούµε ότι

lim
ε→0+

‖∇φ̃ε‖L1 = 0.

΄Αρα, ισχύει

lim
ε→0+

� [
uφ̃εt + f(u)φ̃εx

]
dxdt = 0. (2.2.11)

Από τις σχέσεις (2.2.10), (2.2.11) παίρνουµε
�

[uφt + f(u)φx] dxdt = lim
ε→0+

� [
u(φεt + φ̃εt) + f(u)(φεx + φ̃εx)

]
dxdt

= 0.

Εποµένως, η u είναι λύση κατανοµής του συστήµατος (2.1.1).

2.3 Συνθήκες Αποδεκτικότητας

Για ένα σύστηµα νόµων διατήρησης µε δεδοµένη αρχική συνθήκη, συνήθως
ο Ορισµός 2.3 της ασθενούς λύσης δεν µας δίνει κατ΄ ανάγκη µοναδική λύση.
Σε πολλές περιπτώσεις µπορεί να ϐρεθούν άπειρο το πλήθος ασθενείς λύσεις
στο ίδιο πρόβληµα. Πιο κάτω ϑα δούµε µια ολόκληρη οικογένεια ασθενών
λύσεων στο ίδιο πρόβληµα που να περιγράφεται από µια παράµετρο a ∈ [0, 1]

µε ένα παράδειγµα.

Θεωρούµε την εξίσωση του Burgers, µε αρχική συνθήκη:

u(0, x) =

1, εάν x ≥ 0

0, εάν x < 0
.
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Για κάθε a ∈ (0, 1), ορίζουµε τη κατά τµήµατα σταθερή συνάρτηση ua :

[0,∞)× R→ R ως ακολούθως:

ua(t, x) =


0, εάν x < at

2

a, εάν at
2
≤ x < (1 + a) t

2

1, εάν x ≥ (1 + a) t
2

.

Τότε, από το Θεώρηµα 2.9 κάθε ua είναι λύση του προβλήµατος του Cauchy
αφού κάθε ua ικανοποιεί σχεδόν παντού την εξίσωση του Burgers: ut+uux =

0 ως κατά τµήµατα σταθερή συνάρτηση και ισχύει η συνθήκη Rankine-
Hugoniot κατά µήκος των δύο γραµµών ασυνέχειας γ1(t) = at

2
, γ2(t) =

(a+ 1) t
2
. Πράγµατι,

ut + uux = 0⇒ ut +

(
u2

2

)
x

= 0

και άρα η εξίσωση του Burgers γράφεται στη µορφή νόµου διατήρησης ut +

f(u)x = 0, µε f(u) = u2

2
. ΄Αρα, η συνθήκη Rankine-Hugoniot ισχύει κατά

µήκος της γ1, επειδή έχουµε

λ1(u+ − u−) =
a

2
· a =

a2

2

και

f(u+)− f(u−) =
a2

2
− 0 =

a2

2
.

΄Αρα προκύπτει λ1(u+−u−) = f(u+)−f(u−). Αντίστοιχα η συνθήκη Rankine-
Hugoniot ισχύει και κατά µήκος της γ2, αφού έχουµε

λ2(u+ − u−) =
1 + a

2
· (1− a) =

1− a2

2

και

f(u+)− f(u−) =
1

2
− a2

2
=

1− a2

2
.
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Συνεπώς ισχύει λ2(u+ − u−) = f(u+)− f(u−).

Από το πιο πάνω παράδειγµα είναι ϕανερό ότι για να εξασφαλίσουµε µοναδι-
κή λύση για το πρόβληµα του Cauchy (2.1.1)-(2.1.4), πρέπει να ενισχύσουµε
την έννοια της ασθενούς λύσης µε επιπρόσθετες συνθήκες τις οποίες ϑα ονο-
µάσουµε συνθήκες αποδεκτικότητας, οι οποίες ϑα συνδέονται µε την ϕυσική
υπόσταση του προβλήµατος. Πιο κάτω ϑα παρουσιάσουµε τρεις συνθήκες
αποδεκτικότητας :
1. Η µέθοδος του µηδενικού ιξώδους (Vanishing viscosity):
Μια ασθενής λύση του (2.1.1) ϑα ικανοποιεί αυτή τη συνθήκη αποδεκτι-
κότητας εάν υπάρχει µια ακολουθία οµαλών συναρτήσεων uε που αποτελούν
λύσεις των παραβολικών συστηµάτων

uεt + A(uε)uεx = εuεxx, (2.3.1)

όπου A = Df και η ακολουθία αυτή να συγκλίνει στη u στον L1
loc όταν

ε→ 0+.
∆υστυχώς, τις περισσότερες ϕορές είναι πολύ δύσκολο να παρέχουµε οµοι-
όµορφες εκτιµήσεις στις λύσεις του πιο πάνω παραβολικού συστήµατος και
να χαρακτηρίσουµε το αντίστοιχο όριο των λύσεων uε όταν ε → 0+. Παρόλ΄
αυτά, από την πιο πάνω συνθήκη αντλούµε άλλες συνθήκες οι οποίες είναι
πιο εύκολο να επαληθευτούν στην πράξη.

Ορισµός 2.10. Μια συνεχώς παραγωγίσιµη συνάρτηση η : Rn → R λέγεται

εντροπία για το σύστηµα (2.1.1), µε ϱοή εντροπίας q : Rn → R, εάν ισχύει :

Dη(u)Df(u) = Dq(u), u ∈ Rn. (2.3.2)

Παρατηρούµε ότι η (2.3.2) υποδηλώνει ότι αν η u = u(t, x) είναι µια C1

λύση του (2.1.1), τότε

η(u)t + q(u)x = Dη(u)ut +Dq(u)ux

= Dη(u)(−Df(u)ux) +Dq(u)ux = 0. (2.3.3)

Με άλλα λόγια, όταν έχουµε οµαλή λύση του προβλήµατος (2.1.1), δεν διατη-
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ϱούνται µόνο οι ποσότητες u1, . . . , un αλλά ισχύει και ο επιπρόσθετος νόµος
διατήρησης (2.3.3). Παρόλ΄ αυτά όταν η u είναι ασυνεχής δεν ισχύει γενικά η
(2.3.3). ΄Εστω τώρα η, q ∈ C2 όπου η κυρτή. Πολλαπλασιάζοντας και τις δύο
πλευρές της ισότητας (2.3.1) µε Dη(uε), παίρνουµε

Α΄Μ : Dη(uε) · uεt +Dη(uε) ·Df(uε)uεx = [η(uε)]t +Dq(uε)xu
ε
x

= [η(uε)]t + [q(uε)]x .

Για να υπολογίσουµε το Β΄Μέλος, αρχικά υπολογίζουµε

[η(uε)]xx = (Dη(uε) · uεx)x
= (Dη(uε))x · u

ε
x +Dη(uε) · uεxx

=
(
D2η(uε) · uεx

)
· uεx +Dη(uε) · uεxx.

΄Αρα,

Β΄Μ : εDη(uε) · uεxx = ε
[
[η(uε)]xx −D

2η(uε)(uεx ⊗ uεx)
]
.

Εποµένως, αφού τα δύο µέλη είναι ίσα έχουµε ότι

[η(uε)]t + [q(uε)]x = ε
[
[η(uε)]xx −D

2η(uε)(uεx ⊗ uεx)
]
. (2.3.4)

Παρατηρούµε ότι ο τελευταίος όρος στη (2.3.4) ικανοποιεί

D2η(uε)(uεx ⊗ uεx) =
n∑

i,j=1

∂2η(uε)

∂ui∂uj
· ∂u

ε
i

∂x
·
∂uεj
∂x
≥ 0,

αφού η είναι κυρτή σε κάθε σηµείο. ΄Αρα από την σχέση (2.3.4), έπεται

[η(uε)]t + [q(uε)]x ≤ ε [η(uε)]xx . (2.3.5)

Πολλαπλασιάζοντας και τα δύο µέλη της (2.3.5) µε µια µη-αρνητική συνάρ-

Λο
ϊζο
ς Κ
οσ
μά
ς



2.3. ΣΥΝΘ΄ΗΚΕΣ ΑΠΟ∆ΕΚΤΙΚ΄ΟΤΗΤΑΣ 27

τηση φ µε συµπαγή ϕορέα, παίρνουµε
�

(η(uε)t · φ+ q(uε)x · φ) dxdt =

�
(−η(uε) · φt − q(uε) · φx) dxdt

≤ ε

�
[η(uε)]xx φdxdt.

Εποµένως,
�

(η(uε) · φt + q(uε) · φx) dxdt ≥ −ε
�

[η(uε)]xx φdxdt.

Ολοκληρώνοντας δύο ϕορές κατά παράγοντες το δεύτερο µέλος, έχουµε
�

(η(uε) · φt + q(uε) · φx) dxdt ≥ −ε
�

η(uε)φxxdxdt.

Αφού από τη 1η συνθήκη αποδεκτικότητας έχουµε υποθέσει ότι καθώς το
ε → 0+ οι λύσεις uε παραµένουν οµοιόµορφα ϕραγµένες και συγκλίνουν σε
µια συνάρτηση u στον L1

loc, από την πιο πάνω ανισότητα προκύπτει ότι

�
(η(u) · φt + q(u) · φx) dxdt ≥ 0, (2.3.6)

για οποιαδήποτε φ ≥ 0 µε συµπαγή ϕορέα. Το πιο πάνω δείχνει ότι από τη
συνθήκη του µηδενικού ιξώδους έχουµε την ανίσωση

η(u)t + q(u)x ≤ 0,

υπό την έννοια των κατανοµών. Η πιο πάνω ανάλυση µας ωθεί στο να ορίσου-
µε τη δεύτερη συνθήκη αποδεκτικότητας :
2. Η συνθήκη αποδεκτικότητας της εντροπίας :
Μια ασθενής λύση του (2.1.1) ϑα λέµε ότι ικανοποιεί τη συνθήκη αποδεκτι-
κότητας της εντροπίας, εάν ισχύει :

η(u)t + q(u)x ≤ 0, (2.3.7)

υπό την έννοια της κατανοµής, για κάθε Ϲεύγος (η, q) όπου η είναι µια κυρτή

Λο
ϊζο
ς Κ
οσ
μά
ς



28 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΑΣΘΕΝΕ΄ΙΣ Λ΄ΥΣΕΙΣ

εντροπία για το σύστηµα (2.1.1) και q η αντίστοιχη ϱοή εντροπίας. Παρατη-
ϱούµε ότι αν µια ασθενής λύση ικανοποιεί τη συνθήκη αποδεκτικότητας του
µηδενικού ιξώδους τότε ϑα ικανοποιεί και τη συνθήκη αποδεκτικότητας της
εντροπίας, ενώ το αντίστροφο δεν ισχύει γενικά.

Πιο κάτω ϑα δούµε ένα παράδειγµα ενός Ϲεύγους (η, q) για το σύστηµα
(2.1.1):
Σηµειώνουµε µε < ·, · > και || · || το Ευκλείδειο εσωτερικό γινόµενο και την
Ευκλείδεια νόρµα αντίστοιχα στον Rn. ΄Εστω f = ∇φ(u), όπου φ : Rn → R
οµαλή συνάρτηση. Τότε, η συνάρτηση η(u) = ||u||2

2
είναι µια κυρτή εντροπία

για το σύστηµα (2.1.1) µε αντίστοιχη ϱοή εντροπίας q(u) = (u,∇φ)− φ.
Πράγµατι, εάν η u = u(t, x) είναι µια οµαλή λύση του συστήµατος (2.1.1),
τότε έχουµε ότι

η(u)t = Dη(u) · ut =< (u1, . . . , un), ut >

=< u, ut >= − < u, f(u)x >= − < u, (∇φ)x >

και

q(u)x =< ux,∇φ > + < u, (∇φ)x > − < ∇φ, ux >

=< u, (∇φ)x > .

΄Αρα ισχύει

η(u)t + q(u)x = 0.

Εποµένως, αφού η u είναι οµαλή λύση του συστήµατος (2.1.1), τότε ισχύει

0 = η(u)t + q(u)x = Dη(u)ut +Dq(u)ux

= Dη(u)(−f(u)x) +Dq(u)ux = −Dη(u)Df(u)ux +Dq(u)ux

= ux(Dq(u)−Dη(u)Df(u)).
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Εποµένως,

Dη(u)Df(u) = Dq(u).

΄Αρα εξ΄ ορισµού η η είναι µια εντροπία για το σύστηµα (2.2.1) µε αντίστοιχη
ϱοή εντροπίας q.

Στη συνέχεια ϑα δείξουµε ότι για κατά τµήµατα Lipshcitz λύσεις, η συν-
ϑήκη αποδεκτικότητας της εντροπίας ϑέτει επιπλέον περιορισµούς µόνο κατά
µήκος των γραµµών ασυνέχειας.

Θεώρηµα 2.11. ΄Εστω u = u(t, x) µια λύση του συστήµατος (2.1.1), η οποία

ικανοποιεί τις ιδιότητες (ΤΓ). ΄Εστω η µια κυρτή εντροπία µε ϱοή εντροπίας q.

Τότε, η συνθήκη αποδεκτικότητας της εντροπίας ισχύει εάν και µόνο εάν κατά

µήκος κάθε καµπύλης ασυνεχείας γj, ισχύει :

γ̇j(t)
[
η(u+

j (t))− η(u−j (t))
]
≥ q(u+

j (t))− q(u−j (t)), ∀ t ∈ (aj, bj) (2.3.8)

Ἀπόδειξη. ΄Εστω φ ∈ C1
c µη-αρνητική συνάρτηση, µε συµπαγή ϕορέα στο

ανοικτό ηµιεπίπεδο t > 0. Οπότε, µπορούµε να διαλέξουµε T > 0, τέτοιο
ώστε φ(t, x) = 0 όταν t /∈ (0, T ). Παρατηρούµε ότι οι γραµµές ασυνέχειας γj
διαχωρίζουν το σύνολο [0, T ]×R σε περιοχές Γj, που είναι πεπερασµένες στο
πλήθος. Τότε έχουµε ότι
�

[η(u)φt + q(u)φx]dxdt

=
∑
j

�
Γj

[(η(u)φ)t + (q(u)φ)x − φ(η(u)t + q(u)x)] dxdt.

Από τις υποθέσεις µας γνωρίζουµε ότι µακριά από τις καµπύλες ασυνέχειας,
δηλαδή στο εσωτερικό των Γj, ισχύει ότι

η(u)t + q(u)x = Dη(u)ut +Dq(u)ux = Dη(u)ut +Df(u)Dη(u)ux

= Dη(u)(ut + f(u)x) = 0.
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Εποµένως, έχουµε
�

[η(u)φt + q(u)φx] dxdt =
∑
j

�
Γj

[(η(u)φ)t + (q(u)φ)x] dxdt.

Θέτουµε το διάνυσµα Φ = (η(u) · φ, q(u) · φ) και γράφουµε

�
[η(u)φt + q(u)φx] dxdt =

∑
j

�
Γj

[(η(u)φ)t + (q(u)φ)x] dxdt

=
∑
j

�
Γj

divΦdxdt

=
∑
j

�
∂Γj

Φ · µ dxdt,

όπου µ = (γ̇j, 1) το µοναδιαίο κάθετο διάνυσµα πάνω στο χωρίο Γj, από το
Θεώρηµα της Απόκλισης. Παρατηρούµε ότι εκ κατασκευής το σύνορο του χω-
ϱίου Γj αποτελείται από τις καµπύλες ασυνέχειας γj. Οπότε, ακολουθώντας
την ίδια διαδικασία που χρησιµοποιήσαµε στο Λήµµα 2.4 και σηµειώνοντας
µε u−j , u

+
j τις τιµές της u αριστερά και δεξιά της καµπύλης ασυνέχειας γj

αντίστοιχα, από την πιο πάνω σχέση ϐρίσκουµε
�

[η(u)φt + q(u)φx] dxdt =
∑
j

�
∂Γj

Φ · µ dxdt

=
∑
j

� bj

aj

[
γ̇j
[
η(u+

j )− η(u−j )
]
−
[
q(u+

j )− q(u−j )
]]
φ(t, γj)dt, (2.3.9)

για οποιαδήποτε µη-αρνητική φ ∈ C1
c .

Εξ΄ ορισµού, µια λύση u του συστήµατος (2.1.1) ικανοποιεί τη συνθήκη απο-
δεκτικότητας της εντροπίας εάν ισχύει

�
(η(u) · φt + q(u) · φx) dxdt ≥ 0.

Εποµένως, από τη (2.3.9) έπεται άµεσα ότι η u ικανοποιεί τη συνθήκη απο-
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δεκτικότητας της εντροπίας εάν και µόνο εάν ισχύει

γ̇j
[
η(u+

j )− η(u−j )
]
≥
[
q(u+

j )− q(u−j )
]
,

κατά µήκος κάθε καµπύλης ασυνέχειας γj. Με αυτό τον τρόπο ολοκληρώνου-
µε την απόδειξη του Θεωρήµατος 2.11.

Μία τρίτη συνθήκη αποδεκτικότητας είναι ιδιαίτερα χρήσιµη γιατί µπο-
ϱεί να εφαρµοστεί σε οποιοδήποτε σύστηµα και έχει µια απλή γεωµετρική
ερµηνεία. Υπενθυµίζουµε ότι µια συνάρτηση u έχει κατά προσέγγιση άλµα
ασυνέχειας σε ένα σηµείο (τ, ξ) εάν ισχύει η (2.2.6), µε τη U όπως ορίστηκε
στο Θεώρηµα 2.7. Σε αυτήν την περίπτωση, από το Θεώρηµα 2.7 η αριστερή
και η δεξιά τιµή u−, u+ αντίστοιχα και η ταχύτητα λ του άλµατος ικανοποιούν
τις συνθήκες Rankine-Hugoniot. Εποµένως, η ταχύτητα λ πρέπει να είναι
µια ιδιοτιµή του κατά µέσου όρου πίνακα A(u−, u+), µε λ = λi(u

−, u+), για
κάποιο i ∈ {1, . . . , n}.
3. Η συνθήκη αποδεκτικότητας του Lax:
Μία ασθενής λύση u = u(t, x) του συστήµατος (2.1.1)-(2.1.4) είναι αποδεκτή,
εάν σε κάθε σηµείο (τ, ξ) που η u έχει κατά προσέγγιση άλµα ασυνέχειας, η
αριστερή και η δεξιά τιµή u−, u+ και η ταχύτητα λ = λi(u

−, u+) του άλµατος
ικανοποιούν :

λi(u
−) ≥ λ ≥ λi(u

+).

Η γεωµετρική ερµηνεία αυτής της συνθήκης ϕαίνεται στο Σχήµα (2.1).

Σχήµα 2.1. Συνθήκη Lax
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Κεφάλαιο 3

Λύση του προβλήµατος Riemann

΄Εστω Ω ⊆ Rn ένα ανοικτό σύνολο και έστω f : Ω → Rn µια οµαλή δια-
νυσµατική συνάρτηση. Το πρόβληµα Riemann για το σύστηµα των νόµων
διατήρησης :

ut + (f(u))x = 0, (3.0.1)

απαιτεί την εύρεση µιας ασθενούς λύσης του (3.0.1), µε αρχική συνθήκη µια
κατά τµήµατα σταθερή συνάρτηση της µορφής:

u(0, x) =

u−, εάνx < 0

u+, εάνx > 0
(3.0.2)

µε u−, u+ ∈Ω.
Ο ιακωβιανός πίνακας A(u) = Df(u) των µερικών παραγώγων της f στο

σηµείο u, µε u µια οµαλή λύση του (3.0.1) ικανοποιεί

ut + A(u)ux = 0.

Στη συνέχεια ϑα εισαγάγουµε δύο ορισµούς που ϑα χρησιµοποιηθούν στη
ϑεωρία που ϑα αναπτύξουµε.

33
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Ορισµός 3.1. Λέµε ότι το σύστηµα (3.0.1) είναι αυστηρά υπερβολικό, εάν

∀ u ∈ Ω ο πίνακας A(u) έχει n-πραγµατικές διακριτές ιδιοτιµές τέτοιες ώστε

λ1(u) < · · · < λn(u).

Σε αυστηρά υπερβολικά συστήµατα µπορούµε να ϐρούµε ϐάσεις δεξι-
ών και αριστερών ιδιοδιανυσµάτων {r1(u), . . . , rn(u)}, {l1(u), . . . , ln(u)} αν-
τίστοιχα, οι οποίες εξαρτώνται οµαλά από το u και ισχύει

|ri| = 1, li · rj =

1, εάν i = j

0, εάν i 6= j
,

∀ u ∈ Ω.
Υπενθυµίζουµε τη κατά κατεύθυνση παράγωγο ri • φ µιας συνάρτησης φ =

φ(u) στη κατεύθυνση του διανύσµατος ri(u), που δίδεται από:

ri • φ(u) = Dφ(u) · ri(u) = lim
ε→0

φ(u+ εri(u))− φ(u)

ε
.

Ορισµός 3.2. Για i ∈ {1, . . . , n}, λέµε ότι το i-χαρακτηριστικό πεδίο είναι

γνησίως µη-γραµµικό (genuinely non-linear) εάν :

ri • λi(u) 6= 0, ∀u ∈ Ω,

ενώ αντίθετα λέµε ότι το i-χαρακτηριστικό πεδίο είναι γραµµικά εκφυλισµένο

( linearly degenerate) εάν :

ri • λi(u) = 0, ∀u ∈ Ω.

Παρατηρούµε ότι λόγω της συνέχειας των πρώτων παραγώγων, στη πε-
ϱίπτωση του γνησίως µη-γραµµικού πεδίου η ιδιοτιµή λi = λi(u) είναι γνη-
σίως µονότονη πάνω σε κάθε ολοκληρωτική καµπύλη του διανυσµατικού πε-
δίου ri. Με πιθανή αλλαγή προσήµου του ri, µπορούµε να υποθέσουµε ότι

ri • λi(u) > 0, ∀u ∈ Ω

και εποµένως η λi = λi(u) είναι γνησίως αύξουσα πάνω στην ολοκληρω-
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τική καµπύλη του διανυσµατικού πεδίου ri. Αντίθετα, στη περίπτωση του
γραµµικά εκφυλισµένου πεδίου η λi = λi(u) είναι σταθερή πάνω σε κάθε
ολοκληρωτική καµπύλη του ri.

Σε αυτό το κεφάλαιο ϑα κατασκευάσουµε ασθενείς λύσεις του προβλήµα-
τος Riemann (3.0.1)-(3.0.2) όταν τα u− και u+ ϐρίσκονται ικανοποιητικά
κοντά, κάτω από τις παρακάτω ϐασικές υποθέσεις :
(♣) : Το σύστηµα (3.0.1) είναι αυστηρά υπερβολικό µε οµαλούς συντελεστές
που ορίζονται σε ένα ανοικτό σύνολο Ω ⊆ Rn. Για κάθε i ∈ {i, . . . , n} το
i-χαρακτηριστικό πεδίο είναι είτε γνησίως µη-γραµµικό είτε γραµµικά εκφυ-
λισµένο.

Οι λύσεις ϑα είναι λύσεις οµογενείς (self-similar), δηλαδή της µορφής
u(t, x) = ψ(x

t
), µε ψ : R → Rn πιθανόν ασυνεχής. Στα επόµενα δύο υπο-

κεφάλαια ϑα µελετήσουµε δύο συγκεκριµένες περιπτώσεις, όπου η λύση του
προβλήµατος Riemann έχει µια απλούστερη µορφή.

3.1 Κεντρικά κύµατα αραίωσης (rarefaction w-

aves)

Σε αυτήν την ενότητα, µε σ 7→ Ri(σ)(u0), ϑα εννοούµε τη παραµετρικοποιη-
µένη ολοκληρωτική καµπύλη του διανύσµατος ri, που ξεκινά από το σηµείο
u0. Πιο συγκεκριµένα, η Ri(σ)(u0) είναι η τιµή της λύσης τη χρονική στιγµή
t = σ του προβλήµατος του Cauchy:

du

dt
= ri(u(t)), u(0) = u0.

Η καµπύλη Ri ονοµάζεται i-καµπύλη αραίωσης (i-rarefaction) που διέρχε-
ται από το u0. ΄Εχοντας ορίσει τη καµπύλη Ri στα πλαίσια της λύσης µιας
συνήθους διαφορικής εξίσωσης, έχουµε αυτόµατα τις πιο κάτω ταυτότητες :

dRi(σ)(u0)

d σ
= ri(Ri(σ)(u0)) (3.1.1)
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και

Ri(σ
′)(Ri(σ)(u0)) = Ri(σ + σ′)(u0), ∀u0, σ, σ

′. (3.1.2)

΄Εστω τώρα ότι u− και u+ είναι δεδοµένα. Υποθέτουµε ότι υπάρχει ένα
γνησίως µη-γραµµικό χαρακτηριστικό πεδίο από ιδιοδιανύσµατα ri που ικα-
νοποιούν ri • λi(u) > 0 ∀ u ∈ Ω και κάποιο σ̄ ≥ 0 τέτοιο ώστε να ισχύει

u+ = Ri(σ̄)(u−).

Σε αυτή την περίπτωση µια λύση στο πρόβληµα Riemann µπορεί να κα-
τασκευαστεί ως ακολούθως: Παρατηρούµε ότι, επειδή το i-χαρακτηριστικό
πεδίο είναι γνησίως µη-γραµµικό, η συνάρτηση σ 7→ λi(Ri(σ)(u−)) είναι
γνησίως αύξουσα, διότι

d

dσ

[
λi(Ri(σ)(u−))

]
= Dλi((Ri(σ)(u−))) · d

dσ
(Ri(σ)(u−))

(3.1.1)
= Dλi((Ri(σ)(u−))) · ri(Ri(σ)(u−))

= ri • λi((Ri(σ)(u−))) > 0.

Επίσης, αφού η συνάρτηση σ 7→ λi(Ri(σ)(u−)) είναι γνησίως αύξουσα, απει-
κονίζει το διάστηµα [0, σ̄] επί του διαστήµατος [λi(u

−), λi(u
+)], δηλαδή:

λi(Ri(σ)(u−)) ∈
[
λi(u

−), λi(u
+)
]
, για σ ∈ [0, σ̄] .

΄Ετσι για κάθε t > 0, µπορούµε να ορίσουµε την κατά τµήµατα οµαλή (C1)

συνάρτηση:

u(t, x) =


u−, εάν x/t < λi(u

−)

u+, εάν x/t > λi(u
−)

Ri(σ)(u−), εάν x/t ∈ [λi(u
−), λi(u

+)]

, (3.1.3)

δηλαδή στην τελευταία περίπτωση, x/t ∈ [λi(Ri(0)(u−)), λi(Ri(σ̄)(u−))].
Ισχυριζόµαστε ότι η u είναι µια ασθενής λύση του προβλήµατος (3.0.1)-
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(3.0.2). Πράγµατι, ισχύει ότι ||u(t, ·) − u(0, ·)||L1
loc
→ 0, όταν t → 0+. Επι-

πρόσθετα, η εξίσωση ut +A(u)ux = 0 ικανοποιείται τετριµµένα στις περιοχές
όπου x/t < λi(u

−) ή x/t > λi(u
+), διότι σε αυτές τις περιοχές η u είναι σταθε-

ϱή και εποµένως ισχύει ut = ux = 0. Τώρα, ϑα εξετάσουµε αν ικανοποιείται
η εξίσωση ut +A(u)ux = 0 στο ενδιάµεσο τµήµα όπου x/t ∈ [λi(u

−), λi(u
+)].

Εκ κατασκευής, η u είναι σταθερή πάνω σε κάθε ευθεία (t, x(t)) του επιπέδου
t− x που ξεκινά από το (0, 0) και η κλίση της είναι

λi ∈ [λi(Ri(0)(u−)), λi(Ri(σ̄)(u−))].

Ως εκ τούτου, έχουµε ότι

ut(t, x) +
x

t
ux(t, x) = 0. (3.1.4)

Από την (3.1.3) έχουµε x
t

= λi(u(t, x)) και ϐρίσκουµε τη σχέση

1

t
= Dλi(u) · ux (3.1.5)

παραγωγίζοντας ως προς x. Επίσης, από την (3.1.3) έχουµε ότι

ux =
d

dσ
(Ri(σ)(u−))

1
dx
dσ

=
1
dx
dσ

ri(u).

΄Οµως, η παράγωγος του λi(u(t, x)) = x
t

κατά µήκος µιας τέτοιας ευθείας
είναι µηδέν (λόγω της σταθερής κλίσης), άρα

Dλi · ux ·
dx

dσ
+Dλi · ut = 0.

Από την (3.1.5) προκύπτει

1

t

dx

dσ
+Dλi · ri = 0

και ϐρίσκουµε

ux = −1

t
(ri • λi)−1 · ri(u).
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Αφού το διάνυσµα ux είναι παράλληλο µε το ri(u), συνεπάγεται ότι το ux είναι
ιδιοδιάνυσµα του πίνακα A(u) µε αντίστοιχη ιδιοτιµή λi(u). Εποµένως, αφού
ισχύει A(u)ux = λiux, από τη (3.1.4) συνεπάγεται ότι

ut + A(u)ux = 0.

΄Αρα η εξίσωση ικανοποιείται και στο ενδιάµεσο τµήµα λi(u−) ≤ x/t ≤ λi(u
+)

και έτσι η u αποτελεί µια ασθενή λύση για το πρόβληµα (3.0.1)-(3.0.2). Μια
λύση του προβλήµατος Riemann που ϑα έχει την µορφή (3.1.3), ϑα λέγεται
κεντρικό κύµα αραίωσης (rarefaction wave).

Επιπρόσθετα, ∀ t > 0, η συνάρτηση u(t, ·) έτσι όπως ορίστηκε στη (3.1.3)
είναι συνεχής και τµηµατικά οµαλή, λόγω των υποθέσεων ri • λi > 0 και
σ̄ > 0. Κατά συνέπεια, για κάθε εντροπία η µε ϱοή εντροπίας q, έχουµε ότι

�
(η(u)tφ+ q(u)xφ) dxdt =

�
[Dη(u)ut +Dq(u)ux]φ dxdt,

αφού η u είναι τµηµατικά οµαλή και άρα είναι σχεδόν παντού παραγωγίσιµη.
Επίσης, αφού η είναι εντροπία για το σύστηµα (3.0.1), µε αντίστοιχη ϱοή
εντροπίας q, εξ΄ ορισµού ισχύει Dη(u)Df(u) = Dq(u). Εποµένως, ισχύει ότι

�
(η(u)t + q(u)x)φ dxdt =

�
[Dη(u)ut +Dη(u)Df(u)ux]φ dxdt

=

�
[Dη(u)(ut +Df(u)ux)]φ dxdt = 0,

επειδή ικανοποιείται παντού η εξίσωση ut + Df(u)ux = 0. Εποµένως, ικα-
νοποιείται η ανίσωση η(u)t + q(u)x ≤ 0 σε ολοκληρωτική µορφή και έτσι η u
είναι η-αποδεκτή.

Αντίθετα, αν η u+ = Ri(σ̄)(u−) ισχύει για σ̄ < 0, ϑα είχαµε ότι λi(u−) >

λi(u
+) και έτσι η συνάρτηση u όπως ορίστηκε στη (3.1.3), δεν ϑα ήταν καλώς

ορισµένη στη περιοχή όπου λi(u+) < x/t < λi(u
−).
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3.2 Κρουστικά κύµατα (shocks)

΄Εστω ότι µας δίνεται το σύστηµα (3.0.1) και µια αριστερή τιµή u−∈ Ω. Επι-
ϑυµούµε να περιγράψουµε την οικογένεια όλων των τιµών u+ για τις οποίες
το πρόβληµα Riemann (3.0.1)-(3.0.2) έχει µια κατά τµήµατα σταθερή λύση
της µορφής:

u(t, x) =

u−, εάν x < λt

u+, εάν x > λt
, (3.2.1)

για κάποιο λ.
Από το Λήµµα 2.4, γνωρίζουµε ότι η u = u(t, x) είναι λύση του συστήµατος
(3.0.1) εάν και µόνο εάν ικανοποιείται η συνθήκη Rankine-Hugoniot. Επο-
µένως, το σύνολο των λύσεων του συστήµατος (3.0.1) µε τη πιο πάνω µορφή,
µπορεί να καθοριστεί από τη λύση των εξισώσεων Rankine-Hugoniot:

f(u+)− f(u−) = λ(u+ − u−), (3.2.2)

στα πλαίσια των u+ και λ. Παρατηρούµε ότι η διανυσµατική εξίσωση (3.2.2)
ισοδυναµεί µε ένα σύστηµα που αποτελείται από n-ϐαθµωτές εξισώσεις µε
n + 1 άγνωστες µεταβλητές (οι n-συντεταγµένες του u+ µαζί µε τη ϐαθµωτή
ποσότητα λ). Για u+ αρκετά κοντά στο u−, το σύνολο των λύσεων µε την πιο
πάνω µορφή περιγράφεται από το παρακάτω Θεώρηµα του Lax (1957).

Θεώρηµα 3.3. ΄Εστω ότι το σύστηµα (3.0.1) είναι αυστηρά υπερβολικό. Τότε,

∀ u0 ∈ Ω, υπάρχει σ0 > 0 και n-οµαλές καµπύλες Si : [−σ0, σ0]→ Ω, µαζί µε

n-ϐαθµωτές συναρτήσεις λi : [−σ0, σ0]→ R, έτσι ώστε :

f (Si(σ))− f(u0) = λi(σ) (Si(σ)− u0) , µε σ ∈ [−σ0, σ0]. (3.2.3)

Επιπρόσθετα, η παραµετρικοποίηση µπορεί να επιλεγεί τέτοια ώστε
∣∣dSi
dσ

∣∣ = 1
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και για σ = 0, να ισχύει :

Si(0) = u0, λi(0) = λi(u0), (3.2.4)

dSi(σ)

dσ

∣∣∣
σ=0

= ri(u0), (3.2.5)

dλi(σ)

dσ

∣∣∣
σ=0

=
1

2
ri • λi(u0), (3.2.6)

d2Si(σ)

dσ

∣∣∣
σ=0

= ri • ri(u0). (3.2.7)

Ἀπόδειξη. Η απόδειξη ϑα δοθεί σε 5 ϐήµατα.

1. Αρχικά, ϑα εισαγάγουµε ένα ορισµό που ϑα µας ϐοηθήσει να ανα-
πτύξουµε τη ϑεωρία που χρειαζόµαστε για να ολοκληρώσουµε την α-
πόδειξη. Για οποιαδήποτε δύο σηµεία u, u′ ∈ Ω των οποίων το ευ-
ϑύγραµµο τµήµα που τα ενώνει ϐρίσκεται εξ΄ ολοκλήρου µέσα στο Ω,
ορίζουµε τον κατά µέσο όρο πίνακα:

A(u, u′) =

� 1

0

A(θu+ (1− θ)u′)dθ. (3.2.8)

Θέτοντας w = θu + (1 − θ)u′, παίρνουµε A(u, u′) = 1
u−u′

� u+
u−

A(w)dw.
Για u′ αρκετά κοντά στο u, ο πίνακας A(u, u′) ϑα είναι σχεδόν ίσος µε
τον πίνακα A(u) και γι΄ αυτό ο πίνακας A(u, u′) ϑα έχει και αυτός n-
πραγµατικές διακριτές ιδιοτιµές, αφού εξ΄ υποθέσεως το σύστηµα (3.0.1)
είναι αυστηρά υπερβολικό. Καλούµε λi(u, u′) τις αντίστοιχες ιδιοτιµές
και ri(u, u′), li(u, u′) τα αντίστοιχα δεξιά και αριστερά ιδιοδιανύσµατα,
για τα οποία ισχύει :

|ri(u, u′)| = 1, li(u, u
′) · ri(u, u′) =

1, εάν i = j

0, εάν i 6= j
.

Επίσης, τετριµµένα ισχύει A(u, u′) = A(u′, u) και A(u, u) = A(u). Ε-
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πιπλέον, ισχύει ότι :

f(u)− f(u0) =

� 1

0

[f(θu+ (1− θ)u0)]′ dθ

=

� 1

0

Df(θu+ (1− θ)u0)(u− u0)dθ

= A(u, u0)(u− u0). (3.2.9)

Από το προηγούµενο κεφάλαιο, είδαµε ότι έχουµε λύση εάν και µόνο
εάν ισχύουν οι εξισώσεις Rankine-Hugoniot:

f(u)− f(u0) = A(u, u0)(u− u0) = λ(u− u0).

Εποµένως, οι εξισώσεις Rankine-Hugoniot ισχύουν όταν το u − u0 ε-
ίναι ένα δεξιό ιδιοδιάνυσµα του πίνακα A(u, u0) και λ = λi(u, u0) η
αντίστοιχη ιδιοτιµή, για κάποιο i.

2. Σταθεροποιούµε ένα i ∈ {1, . . . , n} και απαιτούµε το u − u0 να είναι
δεξιό ιδιοδιάνυσµα του πίνακα A(u, u0) ούτως ώστε να ισχύουν οι εξι-
σώσεις Rankine-Hugoniot. Εκ κατασκευής λοιπόν ισχύει

Φj(u) = lj(u, u0) · (u− u0) = 0, ∀ j 6= i. (3.2.10)

΄Αρα ισχύει ότι Φ(u) = (Φ1(u), . . . ,Φn−1(u)) = (0, . . . , 0) = 0. Πα-
ϱατηρούµε ότι το σύστηµα (3.2.10) αποτελείται από n − 1 ϐαθµωτές
εξισώσεις µε n-αγνώστους (u = (u1, . . . , un)). Μια τετριµµένη λύση της
είναι η u = u0. Στο σηµείο αυτό ϑα διατυπώσουµε ένα ϑεώρηµα που ϑα
µας ϐοηθήσει να ϐρούµε τα u για τα οποία η Φ(u) = 0 έχει µοναδική
λύση.

Θεώρηµα 3.4 (Θεώρηµα αντίστροφης απεικόνισης-Implicit function
theorem). ΄ΕστωD ⊆ Rn ανοικτό και f : D → Rn µιαC1 απεικόνιση. Αν

a ∈ D, τέτοιο ώστε det
(
Jf(a)

)
6= 0, τότε η f είναι τοπικά αντιστρέψιµη στο

a, δηλαδή υπάρχουν ανοικτά σύνολα U, V ⊆ Rn µε a ∈ U και f(a) ∈ V ,

τέτοια ώστε ο περιορισµός της f στο U να είναι µια 1-1 συνάρτηση, µε

f(U) = V . Εποµένως, αν ψ = (ψ1, . . . , ψn) ∈ V κοντά στο f(a), τότε το
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σύστηµα των εξισώσεων:

f1(x1, . . . , xn) = ψ1

...

fn(x1, . . . , xn) = ψn

έχει ακριβώς µια λύση (x1, . . . , xn) ∈ U κοντά στο a.

Στη δική µας περίπτωση, έχουµε ότι :

JΦ(u0) = DΦ(u0) =


∂Φ1

∂u1
(u0) · · · ∂Φ1

∂un
(u0)

...
...

...
∂Φn−1

∂u1
(u0) · · · ∂Φn−1

∂un
(u0)

 .

Παρατηρούµε ότι οι γραµµές του πιο πάνω πίνακα είναι τα ∇Φj(u0)

για j 6= i. Από τη (3.2.10), ισχύει ότι ∇Φj(u0) = lj(u0), ∀ j 6= i. Ε-
πιπρόσθετα, τα lj(u0), µε j 6= i, είναι γραµµικά ανεξάρτητα διότι είναι
ιδιοδιανύσµατα του πίνακα A(u0). Εποµένως, ο πιο πάνω πίνακας έχει
γραµµικά ανεξάρτητες γραµµές, άρα είναι αντιστρέψιµος πίνακας και
άρα έχει ορίζουσα µη-µηδενική, δηλαδή ισχύει det(DΦ(u0)) 6= 0. Από
το Θεώρηµα αντίστροφης απεικόνισης, αν το 0 είναι κοντά στο Φ(u0)

η Φ(u) = 0 λύνεται µοναδικά για u που ϐρίσκονται αρκετά κοντά στο
u0. Αφού ισχύει Φ(u0) = 0, η Φ(u) = 0 έχει µοναδική λύση για u που
ϐρίσκονται αρκετά κοντά στο u0, τα οποία αποτελούν µια µονοδιάστα-
τη οµαλή καµπύλη την οποία ϑα παραµετρικοποιήσουµε κατά µήκος.
΄Ετσι, τα u για τα οποία η Φ(u) = 0 έχει µοναδική λύση, είναι τα u για
τα οποία το u−u0 αποτελεί δεξιό ιδιοδιάνυσµα του πίνακα A(u, u0) και
εποµένως είναι τα u για τα οποία ικανοποιούνται οι συνθήκες Rankine-
Hugoniot. ∆ιαλέγοντας την παραµετρικοποίηση ως ακολούθως:

σ 7→ Si(σ), µε Si(0) = u0
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και παίρνοντας λi(σ) = λi(Si(σ), u0), έχουµε ότι :

f (Si(σ))− f(u0) = λi(σ) (Si(σ)− u0) , σ ∈ [−σ0, σ0]

και

λi(0) = λi (Si(0), u0) = λi(u0, u0) = λi(u0),

ικανοποιώντας έτσι τη (3.2.3) και τη (3.2.4).

3. ΄Ενα διάνυσµα v είναι εφαπτόµενο στη καµπύλη Si στο u0 εάν και µόνο
εάν το v είναι κάθετο στα n− 1 διανύσµατα ∇Φj(u0) για j 6= i. Επειδή
ισχύει

∇Φj(u0) = lj(u0) και li(u, u
′)ri(u, u

′) =

1, εάν i = j

0, εάν i 6= j
,

το ri(u0) είναι κάθετο στα n− 1 διανύσµατα ∇Φj(u0) για j 6= i και επο-
µένως το ri(u0) είναι εφαπτόµενο στη καµπύλη Si στο u0. Σηµειώνοντας
την παραγώγιση ως προς σ µε µια άνω τελεία, έχουµε ότι

Ṡi(0) = C · ri(u0),

για κάποια σταθερά C. Παρατηρώντας ότι = |Ṡi(0)| = |ri(u0)| = 1,
ισχύει |C · ri(u0)| = |ri(u0)| = 1. Εποµένως, C = 1 ή C = −1 και έτσι
µε πιθανή αλλαγή στον προσανατολισµό της καµπύλης Si, παίρνουµε
dSi(σ)
dσ

= ri(u0) για σ = 0, εξασφαλίζοντας έτσι τη (3.2.5).

4. Θέτουµε Ai(σ) = A(Si(σ)). Τώρα, παραγωγίζοντας ως προς σ τη
f (Si(σ))− f(u0) = λi(σ) (Si(σ)− u0), παίρνουµε

Df(Si(σ)) · Ṡi(σ) = λ̇i(σ)(Si(σ)− u0) + λi(σ)Ṡi(σ).
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΄Αρα, έχουµε

AiṠi = λ̇i(Si − u0) + λiṠi.

Παραγωγίζοντας ξανά έχουµε

ȦiṠi + AiS̈i = λ̈i(Si − u0) + λ̇i · Ṡi + λ̇i · Ṡi + λi · S̈i

και άρα

ȦiṠi + AiS̈i = λ̈i(Si − u0) + 2λ̇i · Ṡi + λi · S̈i. (3.2.11)

Από τη (3.2.5) για σ = 0, έχουµε Ṡi(0) = ri(u0). Αντικαθιστώντας στη
(3.2.11) σ = 0, έχουµε

Ȧiri(u0) + AiS̈i = λ̈i(u0 − u0) + 2λ̇i · ri(u0) + λi · S̈i.

΄Αρα ισχύει

Ȧiri(u0) + AiS̈i = 2λ̇i · ri(u0) + λi · S̈i. (3.2.12)

Αφού, για σ ∈ [−σ0, σ0] το ri(Si(σ)) είναι ένα δεξιό ιδιοδιάνυσµα του
πίνακα Ai(σ) µε αντίστοιχη ιδιοτιµή λi(Si(σ)), ισχύει

Ai(σ) · ri (Si(σ)) = λi (Si(σ)) · ri (Si(σ)) .

Παραγωγίζοντας την πιο πάνω σχέση παίρνουµε

Ȧi(σ) · ri(Si(σ)) + Ai(σ) ·Dri(Si(σ)) · Ṡi(σ)

= Dλi(Si(σ)) · Ṡi(σ) · ri(Si(σ)) + λi(Si(σ)) ·Dri(Si(σ)) · Ṡi(σ).

Για σ = 0, παίρνουµε

Ȧi · ri + Ai ·Dri · ri = Dλi · ri · ri + λi ·Dri · ri.
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΄Αρα

Ȧi · ri = −Ai · (ri • ri) + (ri • λi) · ri + λi · (ri • ri). (3.2.13)

Αντικαθιστώντας τώρα την (3.2.13) στην (3.2.12), έχουµε

−Ai · (ri • ri) + (ri • λi) · ri + λi · (ri • ri) + AiS̈i = 2λ̇i · ri + λi · S̈i.

΄Αρα

(λi − Ai) · (ri • ri) + (ri • λi) · ri + (Ai − λi)S̈i = 2λ̇i · ri. (3.2.14)

Πολλαπλασιάζοντας και τα δύο µέλη µε ένα αριστερό ιδιοδιάνυσµα
li(u0), έχουµε

li · (ri • λi) · ri = 2li · λ̇i · ri

και εποµένως

ri • λi = 2λ̇i.

Εποµένως, ισχύει

d λi(σ)

dσ

∣∣∣
σ=0

=
1

2
ri • λi(u0),

εξασφαλίζοντας έτσι την (3.2.6).

5. Αντικαθιστώντας τώρα την (3.2.6) στην (3.2.14), ισχύει

(λi − Ai) · (ri • ri) + (ri • λi) · ri + (Ai − λi)S̈i = (ri • λi) · ri
⇒ (λi − Ai) · (ri • ri) + (Ai − λi)S̈i = 0

⇒ (Ai − λi)(S̈i − (ri • ri)) = 0.

΄Αρα το διάνυσµα S̈i− (ri • ri) είναι είτε το µηδενικό διάνυσµα είτε είναι
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ιδιοδιάνυσµα του πίνακα Ai(0) = Ai(Si(0)) = Ai(u0). Εποµένως, για
κάποιο β ∈ R, ισχύει

S̈i − (ri • ri) = β · ri. (3.2.15)

Χρησιµοποιώντας τις σχέσεις (3.2.5), (3.2.7) και υπολογίζοντας το εσω-
τερικό γινόµενο, έχουµε

β < ri, ri >=< ri, β · ri > =< ri, S̈i > − < ri, ri • ri >

=< ri, ri • ri > − < ri, ri • ri >= 0.

΄Αρα β = 0 και αντικαθιστώντας στη (3.2.15), ισχύει

d2Si(σ)

dσ

∣∣∣
σ=0

= ri • ri(u0),

εξασφαλίζοντας έτσι την (3.2.7).

Παρατήρηση 3.1. Αν το i-χαρακτηριστικό πεδίο είναι γνησίως µη-γραµµικό,

η κατεύθυνση του διανύσµατος ri(u0) καθορίζεται µοναδικά από την ανισότη-

τα ri • λi(u0) > 0. Κατά συνέπεια, καθορίζεται η παραµετρικοποίηση της

καµπύλης Si. Στη περίπτωση που το i-χαρακτηριστικό πεδίο είναι γραµµικά

εκφυλισµένο, η επιλογή της κατεύθυνσης του ri(u0) είναι αυθαίρετη.

Παρατήρηση 3.2. Αν το i-χαρακτηριστικό πεδίο είναι γραµµικά εκφυλισµένο,

τότε οι i-shock και i-rarefaction καµπύλες συµπίπτουν, δηλαδή ισχύει :

Si(σ) = Ri(σ)(u0), ∀ σ.

Πράγµατι, στην περίπτωση του γραµµικά εκφυλισµένου πεδίου η ιδιοτιµή λi =

λi(u) είναι σταθερή πάνω σε οποιαδήποτε ολοκληρωτική καµπύλη του ri. ΄Αρα,

είναι σταθερή πάνω στηRi(σ)(u0) και ισχύει ότι λi(Ri(σ)(u0)) = λi(Ri(0)(u0)) =
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λi(u0) για κάθε σ. Εποµένως, έχουµε

f(Ri(σ)(u0))− f(u0) =

� σ

0

d

ds
[f(Ri(s)(u0))] ds

=

� σ

0

Df(Ri(s)(u0))ri(Ri(s)(u0))ds

=

� σ

0

A(Ri(s)(u0))ri(Ri(s)(u0))ds

=

� σ

0

λi(Ri(s)(u0))ri(Ri(s)(u0))ds

=

� σ

0

λi(Ri(s)(u0))
d

ds
(Ri(s)(u0))ds

= λi(u0)

� σ

0

d

ds
(Ri(s)(u0))ds

= λi(u0) [Ri(σ)(u0)−Ri(0)(u0)]

= λi(u0) [Ri(σ)(u0)− u0] .

Παρατηρούµε ότι το σηµείοRi(σ)(u0) ικανοποιεί τις εξισώσεις Rankine-Hugoniot

και ως εκ τούτου ϐρίσκεται πάνω στη i-shock καµπύλη που περνά µέσω του

u0. Εποµένως, οι καµπύλες i-shock και i-rarefaction συµπίπτουν. Παρόλ΄

αυτά, αυτό δεν ισχύει γενικά όταν η απεικόνιση σ 7→ λi(Ri(σ)(u0)) δεν είναι

σταθερή.

Εκ κατασκευής της Si, επιλέγοντας u− = u0, u+ = Si(σ) και λ = λi(σ),
για κάθε σ οι εξισώσεις Rankine-Hugoniot ικανοποιούνται. ΄Ετσι, από το
Λήµµα 2.4, ισχύει ότι η συνάρτηση:

u(t, x) =

u0, εάν x < tλi(σ)

Si(σ), εάν x > tλi(σ)
, (3.2.16)

είναι µια ασθενής λύση του προβλήµατος (3.0.1)-(3.0.2). Εάν το i-χαρακτηριστικό
πεδίο είναι γνησίως µη-γραµµικό, µια λύση της µορφής (3.2.16) µε σ < 0

ϑα λέγεται κρουστικό κύµα συµπίεσης (compressive shock), ενώ µε σ >

0 ϑα λέγεται κρουστικό κύµα αραίωσης (rarefaction shock). Εάν το i-
χαρακτηριστικό πεδίο είναι γραµµικά εκφυλισµένο, µια λύση της µορφής
(3.2.16) ϑα λέγεται ασυνέχεια επαφής (contact discontinuity).
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Σε αυτό το στάδιο πρέπει να εξετάσουµε αν η ασθενής λύση (3.2.16),
ικανοποιεί τις διάφορες συνθήκες αποδεκτικότητας που ορίσαµε στο προη-
γούµενο κεφάλαιο. Με το πιο κάτω ϑεώρηµα ϑα δείξουµε ότι τα κρουστικά
κύµατα συµπίεσης και οι ασυνέχειες επαφής ικανοποιούν τις συνθήκες απο-
δεκτικότητας του Lax και της εντροπίας, ενώ τα κρουστικά κύµατα αραίωσης
δεν ικανοποιούν καµιά από αυτές τις δύο συνθήκες αποδεκτικότητας.

Θεώρηµα 3.5. ΄Εστω ότι το σύστηµα ut + f(u)x = 0 ικανοποιεί τις ϐασικές

υποθέσεις (♣). Τότε, όλες οι ασυνέχειες επαφής και τα κρουστικά κύµατα συµ-

πίεσης ικανοποιούν τη συνθήκη αποδεκτικότητας του Lax, ενώ τα κρουστικά

κύµατα αραίωσης δεν την ικανοποιούν. Επιπρόσθετα, έστω η µια οµαλή εντρο-

πία για το σύστηµα ut+f(u)x = 0 µε ϱοή εντροπίας q και έστω ότι ο πίνακας του

HesseD2η(u0) είναι αυστηρά ϑετικά ορισµένος. Εάν το i-χαρακτηριστικό πεδίο

είναι γραµµικά εκφυλισµένο, τότε, για κάθε σ, η λύση (3.2.16) ικανοποιεί τον

επιπλέον νόµο διατήρησης η(u)t+ q(u)x = 0 σε ολοκληρωτική µορφή, δηλαδή

ικανοποιεί τη συνθήκη της εντροπίας. Αντίθετα, εάν το i-χαρακτηριστικό πεδίο

είναι γνησίως µη-γραµµικό, τότε υπάρχει σ0 > 0 τέτοιο ώστε η λύση (3.2.16)
να ικανοποιεί τη η(u)t + q(u)x = 0 σε ολοκληρωτική µορφή ∀ σ ∈ [−σ0, 0],

δηλαδή, για σ ∈ [−σ0, 0], η u ικανοποιεί τη συνθήκη της εντροπίας, αλλά όχι

για σ ∈ [0, σ0].

Ἀπόδειξη. 1. Αρχικά, ϑα µελετήσουµε κατά πόσο µια λύση της µορφής
(3.2.16) ικανοποιεί τη συνθήκη αποδεκτικότητας του Lax. ΄Εστω λοι-
πόν u = u(t, x) µια λύση της µορφής (3.2.16). ΄Εστω επίσης ότι το
i-χαρακτηριστικό πεδίο είναι γραµµικά εκφυλισµένο. Αφού έχουµε δε-
ίξει ότι λi είναι σταθερή πάνω στις ολοκληρωτικές καµπύλες του ri, τότε
είναι σταθερή πάνω στη Ri(σ)(u0) και εποµένως ισχύει :

λi(Ri(σ)(u0)) = λi(Ri(0)(u0)) = λi(u0). (3.2.17)

Επίσης, έχουµε δείξει ότι στη περίπτωση του γραµµικά εκφυλισµένου
πεδίου οι Si(σ) και Ri(σ)(u0) ταυτίζονται και άρα ισχύει

Si(σ) = Ri(σ)(u0), ∀ σ. (3.2.18)
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Επίσης, επειδή ισχύει εξ΄ ορισµού λi(σ) = λi(Si(σ), u0) και αφού έχου-
µε δείξει ότι Si(σ) = Ri(σ)(u0) ∀ σ, τότε ισχύει λi(σ) = λi(Ri(σ)(u0), u0).
Εφόσον η λi είναι σταθερή πάνω στη Ri(σ)(u0), παίρνουµε

λi(σ) = λi(Ri(σ)(u0), u0) = λi(Ri(0)(u0), u0)

= λi(u0, u0) = λi(u0). (3.2.19)

Εποµένως, από τις σχέσεις (3.2.17),(3.2.18) και (3.2.19), έχουµε

λi(u0) = λi(σ) = λi(Ri(σ)(u0)) = λi(Si(σ)).

΄Αρα, για οποιαδήποτε τιµή του σ η ανισότητα:

λi(u0) ≥ λi(σ) ≥ λi(Si(σ)), µε λi(σ) = λi(Si(σ), u0),

ικανοποιείται ως ισότητα. Εποµένως, αν η u που είναι µια λύση της
µορφής (3.2.16) είναι ασυνέχεια επαφής, τότε ικανοποιεί τη συνθήκη
αποδεκτικότητας του Lax.

΄Εστω ότι το i-χαρακτηριστικό πεδίο είναι γνησίως µη-γραµµικό. Επειδή
έχουµε δείξει

dSi(σ)

dσ

∣∣∣
σ=0

= ri(u0),

dλi(σ)

dσ

∣∣∣
σ=0

=
1

2
ri • λi(u0),

παραγωγίζοντας την πιο κάτω σχέση για σ = 0, από τον κανόνα της
αλυσίδας παίρνουµε

dλi(Si(σ))

dσ

∣∣∣
σ=0

= Dλi ·
d(Si(σ))

dσ

∣∣∣
σ=0

= Dλi · ri(u0) = ri • λi(u0).
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Επειδή έχουµε υποθέσει ότι ri • λi(u0) > 0, έχουµε

dλi(σ)

dσ

∣∣∣
σ=0

=
1

2
ri • λi(u0) > 0 και

dλi(Si(σ))

dσ

∣∣∣
σ=0

= ri • λi(u0) > 0.

Υπενθυµίζουµε ότι εκ κατασκευής ισχύει λi(σ) = λi(Si(σ), u0). Η λi

είναι οµαλή (λi ∈ C1) και άρα λόγω της συνέχειας της παραγώγου,
υπάρχει σ0 > 0 τέτοιο ώστε

dλi(σ)

dσ
> 0 και

dλi(Si(σ))

dσ
> 0, για σ ∈ [−σ0, σ0].

΄Αρα, λi(σ) και λi(Si(σ)) αύξουσες για σ ∈ [−σ0, σ0] και γι΄ αυτό ισχύει

λi(Si(0), u0) < λi(Si(σ), u0) ≤ λi(Si(σ0), u0), για σ ∈ (0, σ0].

΄Αρα,

λi(u0) < λi(σ) < λi(Si(σ0), u0), για σ ∈ (0, σ0].

Εποµένως, τα κρουστικά κύµατα αραίωσης δεν ικανοποιούν τη συν-
ϑήκη αποδεκτικότητας του Lax. Αντίθετα, ισχύει

λi(Si(0), u0) > λi(Si(σ), u0) ≥ λi(Si(−σ0), u0), για σ ∈ [−σ0, 0).

΄Αρα,

λi(u0) > λi(σ) ≥ λi(Si(−σ0), u0), για σ ∈ [−σ0, 0).

Εποµένως, τα κρουστικά κύµατα συµπίεσης ικανοποιούν τη συνθήκη
αποδεκτικότητας του Lax.

2. ΄Εστω ξανά u = u(t, x) µια λύση της µορφής (3.2.16). ΄Εστω επίσης
ότι η : Ω 7→ R είναι µια οµαλή κυρτή εντροπία για το σύστηµα (3.0.1)
µε ϱοή εντροπίας q. Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 2.11, η u ικανοποιεί τη
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συνθήκη αποδεκτικότητας της εντροπίας εάν και µόνο εάν ισχύει

χ(σ) = λi(σ) [η(Si(σ))− η(u0)]− [q(Si(σ))− q(u0)] ≥ 0. (3.2.20)

΄Εστω ότι το i-χαρακτηριστικό πεδίο είναι γραµµικά εκφυλισµένο. ΄Ε-
χουµε δει ότι Si(σ) = Ri(σ)(u0) και λi(σ) = λi(u0) = λi(Si(σ)), ∀ σ.
Εφόσον, η η είναι εντροπία για το σύστηµα (3.0.1) µε ϱοή εντροπίας q,
εξ΄ ορισµού ισχύει ότι DηDf = Dq. Τότε παίρνουµε

λi(σ) [η(Si(σ))− η(u0)]− [q(Si(σ))− q(u0)]

=

� σ

0

[
λi(u0)Dη(Si(s))

dSi(s)

ds
−Dq(Si(s))

dSi(s)

ds

]
ds

=

� σ

0

[λi(u0)Dη(Si(s))−Dq(Si(s))]
dSi(s)

ds
ds

=

� σ

0

[λi(u0)Dη(Si(s))−Dη(Si(s))Df(Si(s))]
dSi(s)

ds
ds

=

� σ

0

Dη(Si(s)) [λi(u0)I − A(Si(s))] ri(Si(s)) ds

=

� σ

0

Dη(Si(s)) [λi(Si(s))I − A(Si(s))] ri(Si(s)) ds

= 0.

Εποµένως, οι ασυνέχειες επαφής ικανοποιούν τη συνθήκη αποδεκτι-
κότητας της εντροπίας ∀σ.

΄Εστω τώρα ότι το i-χαρακτηριστικό πεδίο είναι γνησίως µη-γραµµικό.
Παραγωγίζοντας την χ(σ) ως προς σ παίρνουµε

χ̇(σ) = λ̇i(σ) [η(Si(σ))− η(u0)] + λi(σ)Dη(Si(σ))Ṡi(σ)

−Dq(Si(σ))Ṡi(σ).
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Χρησιµοποιώντας και πάλι την σχέση Dq = DηDf , παίρνουµε

χ̇(σ) = λ̇i(σ) [η(Si(σ))− η(u0)] + λi(σ)Dη(Si(σ))Ṡi(σ)

−Dη(Si(σ))Df(Si(σ))Ṡi(σ).

΄Αρα,

χ̇(σ) = λ̇i(σ) [η(Si(σ))− η(u0)] +Dη(Si(σ))Ṡi(σ) [λi(σ)−Df(Si(σ))] .

(3.2.21)

Παραγωγίζοντας ως προς σ τη f(Si(σ)) − f(u0) = λi(σ)(Si(σ) − u0),
έχουµε

Df(Si(σ)) · Ṡi(σ) = λ̇i(σ)(Si(σ)− u0) + λi(σ)Ṡi(σ).

΄Αρα, ισχύει

(Df(Si(σ))− λi(σ))Ṡi = λ̇i(σ)(Si(σ)− u0). (3.2.22)

Αντικαθιστώντας τη σχέση (3.2.22) στην (3.2.21) έχουµε

χ̇(σ) = λ̇i(σ) [η(Si(σ))− η(u0)]−Dη(Si(σ))λ̇i(σ)(Si(σ)− u0).

΄Αρα, ισχύει

χ̇(σ) = λ̇i(σ) [η(Si(σ))− η(u0)−Dη(Si(σ))(Si(σ)− u0)] .

Θέτουµε ω(σ) = η(Si(σ))−η(u0)−Dη(Si(σ))(Si(σ)−u0) και εποµένως
έχουµε:

χ̇(σ) = λ̇i(σ)ω(σ).
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Τώρα ισχύει

ω(0) = η(Si(0))− η(u0)−Dη(Si(0))(Si(0)− u0)

= η(u0)− η(u0)−Dη(u0)(u0 − u0) = 0.

΄Αρα,

χ̇(0) = 0.

Παραγωγίζοντας ξανά παίρνουµε

χ̈ = λ̈iω + λ̇iω̇,

µε

ω̇ = Dη(Si)Ṡi −D2η(Si)
[
Ṡi ⊗ (Si − u0)

]
−Dη(Si)Ṡi

= −D2η(Si)
[
Ṡi ⊗ (Si − u0)

]
.

Για σ = 0 έχουµε

ω̇(0) = −D2η(Si(0))
[
Ṡi(0)⊗ (Si(0)− u0)

]
= −D2η(Si(0))

[
Ṡi(0)⊗ (u0 − u0)

]
= 0.

΄Αρα,

χ̈(0) = 0.

Παραγωγίζοντας για ακόµη µία ϕορά παίρνουµε

...
χ =

...
λ iω + 2λ̈iω̇ + λ̇iω̈,
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µε

ω̈ = −D3η(Si)
[
(Ṡi)

2 ⊗ (Si − u0)
]
−D2η(Si)

[
S̈i ⊗ (Si − u0)

]
−D2η(Si)

[
Ṡi ⊗ Ṡi

]
.

Εποµένως

ω̈(0) = −D3η(Si(0))
[
(Ṡi(0))2 ⊗ (Si(0)− u0)

]
−D2η(Si(0))

[
S̈i(0)⊗ (Si(0)− u0)

]
−D2η(Si(0))

[
Ṡi(0)⊗ Ṡi(0)

]
= −D2η(u0)

[
S̈i(0)⊗ (u0 − u0)

]
−D2η(u0) [ri(u0)⊗ ri(u0)]

= −D2η(u0) [ri(u0)⊗ ri(u0)] .

΄Αρα, έχουµε

...
χ (0) =

...
λ i(0)ω(0) + 2λ̈i(0)ω̇(0) + λ̇i(0)ω̈(0)

= −λ̇i(0)D2η(u0) [ri(u0)⊗ ri(u0)] .

Από το Θεώρηµα Taylor ισχύει :

χ(σ) = χ(0) + χ̇(0)(σ − 0) +
1

2
χ̈(0)(σ − 0)2 +

1

6

...
χ (0)(σ − 0)3 + O(σ4),

για κάποιο σ∈[−σ0, σ0], όπου το σ0 αρκετά µικρό, εκ κατασκευής της
Si(σ). Εποµένως, έχουµε

χ(σ) = −1

6
λ̇i(0)D2η(u0) [ri(u0)⊗ ri(u0)]σ3 + O(σ4). (3.2.23)

Εξ΄ υποθέσεως, ο πίνακας D2η(u0) είναι αυστηρά ϑετικά ορισµένος. Ε-
πιπρόσθετα, από τη σχέση (3.2.6) ισχύει λ̇i(0) = 1

2
ri • λi(u0). Επειδή

έχουµε υποθέσει ότι στη περίπτωση του γνησίως µη-γραµµικού ϑα ι-
σχύει ri • λi(u0) > 0, τότε παίρνουµε

λ̇i(0) =
1

2
ri • λi(u0) > 0.
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Εποµένως, από τη σχέση (3.2.23) για κάποιο αρκετά µικρό σ0 > 0,
ισχύει

χ(σ) ≥ 0, για σ ∈ [−σ0, 0] .

Αφού χ(σ) = λi(σ) [η(Si(σ))− η(u0)]− [q(Si(σ))− q(u0)], ισχύει

λi(σ) [η(Si(σ))− η(u0)] ≥ q(Si(σ))− q(u0), για σ ∈ [−σ0, 0] .

Εποµένως, η λύση u = u(t, x) της µορφής (3.2.16) στη περίπτωση του
γνησίως µη-γραµµικού πεδίου, ικανοποιεί τη συνθήκη αποδεκτικότη-
τας της εντροπίας για σ ∈ [−σ0, 0]. ΄Αρα, τα κρουστικά κύµατα συµπίε-
σης ικανοποιούν τη συνθήκη αποδεκτικότητας της εντροπίας. Αντίθετα,
από την (3.2.23) ισχύει

χ(σ) < 0, για σ ∈ (0, σ0] .

΄Αρα,

λi(σ) [η(Si(σ))− η(u0)] < q(Si(σ))− q(u0), για σ ∈ (0, σ0] .

Εποµένως, η λύση u = u(t, x) της µορφής (3.2.16), στη περίπτωση
του γνησίως µη-γραµµικού πεδίου, δεν ικανοποιεί τη συνθήκη αποδε-
κτικότητας της εντροπίας για σ ∈ (0, σ0]. ΄Αρα, τα κρουστικά κύµατα
αραίωσης δεν ικανοποιούν τη συνθήκη αποδεκτικότητας της εντροπίας.

Από τώρα και στο εξής, ϑα χρησιµοποιούµε τον πιο ακριβή συµβολισµό
Si(σ)(u0) για να υποδεικνύουµε σηµεία πάνω στη i-shock καµπύλη µέσω του
u0. Ως αποτέλεσµα της προηγούµενης ανάλυσης, µέσω κάθε σηµείου u0 ∈
Ω, ∀ i ∈ 1, . . . , n, κατασκευάζουµε δύο οµαλές καµπύλες :

σ 7→ Ri(σ)(u0), σ 7→ Si(σ)(u0). (3.2.24)

Θα αναφερόµαστε στις Ri, Si ως τη i-rarefaction και i-shock καµπύλη αν-
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τίστοιχα, µέσω του u0. ΄Οταν παραµετρικοποιηθεί κατά µήκος η Ri έχουµε
δει ότι ισχύει

dRi(σ)(u0)

dσ
(3.1.1)

= ri(Ri(σ)(u0)).

΄Αρα

dRi(σ)(u0)

dσ

∣∣∣
σ=0

= ri(u0). (3.2.25)

Παραγωγίζοντας ξανά την (3.1.1), παίρνουµε

d2Ri(σ)(u0)

dσ
= D(ri) ·

d

dσ
Ri(σ)(u0)

= D(ri) · ri(Ri(σ)(u0)).

΄Αρα

d2Ri(σ)(u0)

dσ

∣∣∣
σ=0

= ri • ri(u0). (3.2.26)

Αφού, παραµετρικοποιήσουµε κατά µήκος τη καµπύλη Si παίρνουµε και τις
σχέσεις (3.2.5), (3.2.7), ϕτάνοντας έτσι στο συµπέρασµα ότι ισχύει

dSi(σ)(u0)

dσ

∣∣∣
σ=0

=
dRi(σ)(u0)

dσ

∣∣∣
σ=0

= ri(u0) (3.2.27)

και

d2Si(σ)(u0)

dσ

∣∣∣
σ=0

=
d2Ri(σ)(u0)

dσ

∣∣∣
σ=0

= ri • ri(u0). (3.2.28)

Εποµένως, η συνάρτηση:

Ψi(σ)(u0) =

Ri(σ)(u0), εάν σ ≥ 0

Si(σ)(u0), εάν σ < 0
,

είναι οµαλή (C∞), ∀ σ 6= 0, αφού εκ κατασκευής οι Ri, Si είναι οµαλές
καµπύλες. Επίσης, από τις σχέσεις (3.2.25), (3.2.26), (3.2.27) και (3.2.28)
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έπεται ότι η συνάρτηση Ψi είναι δύο ϕορές συνεχώς παραγωγίσιµη στο σ = 0.
Επιπρόσθετα, οι δεύτερες παραγώγοι της είναι Lipschitz-συνεχείς ως συναρ-
τήσεις του σ και του u0.

3.3 Γενική λύση του προβλήµατος Riemann

Στα προηγούµενα δύο υποκεφάλαια έχουµε κατασκευάσει λύσεις του προ-
ϐλήµατος Riemann, που ισχύουν στις συγκεκριµένες περιπτώσεις όπου το u+

ϐρίσκεται πάνω στη i-shock καµπύλη ή την i-rarefaction καµπύλη µέσω του
u−. Τώρα ϑα χρησιµοποιήσουµε αυτές τις περιπτώσεις ως δοµικά στοιχεία
για να κατασκευάσουµε τη λύση του προβλήµατος Riemann µε οποιαδήποτε
αρχικά δεδοµένα u−, u+, που ϐρίσκονται αρκετά κοντά, χρησιµοποιώντας τη
συνάρτηση που είδαµε πιο πάνω:

Ψi(σi)(u
−) =

Ri(σi)(u
−), εάν σi ≥ 0

Si(σi)(u
−), εάν σi < 0

.

Για u− ∈ Ω και (σ1, . . . , σn) ∈ Rn σε µια περιοχή του ~0 ∈ Rn ορίζουµε την
απεικόνιση:

Λ(σ1, . . . , σn)(u−) = Ψn(σn) ◦ · · · ◦Ψ1(σ1)(u−). (3.3.1)

Ισοδύναµα, αν τα σηµεία w0, . . . , wn ορίζονται επαγωγικά ως ακολούθως:

w0 = u−, wi =

Ri(σi)(wi−1), εάν σi ≥ 0

Si(σi)(wi−1), εάν σi < 0
, (3.3.2)

τότε Λ(σ1, . . . , σn)(u−) = wn, αφού ισχύει

wn = Ψn(σn)(wn−1) = Ψn(σn) ◦Ψn−1(σn−1)(wn−2)

= Ψn(σn) ◦Ψn−1(σn−1) ◦ · · · ◦Ψ1(σ1)(w0)

= Ψn(σn) ◦Ψn−1(σn−1) ◦ · · · ◦Ψ1(σ1)(u−).
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Τώρα υποθέτουµε

u+ = Λ(σ1, . . . , σn)(u−).

Από την ανάλυση που κάναµε στα προηγούµενα υποκεφάλαια, γνωρίζουµε
ότι κάθε πρόβληµα Riemann για i = 1, . . . , n µε αρχική συνθήκη:

u(0, x) =

wi−1, εάν x > 0

wi, εάν x < 0
, (3.3.3)

όπου

wi =

Ri(σi)(wi−1), εάν σi ≥ 0

Si(σi)(wi−1), εάν σi < 0
,

έχει λύση η οποία ικανοποιεί τη συνθήκη αποδεκτικότητας της εντροπίας.
Πιο συγκεκριµένα:

Περίπτωση 1: Το i-χαρακτηριστικό πεδίο είναι γνησίως µη-γραµµικό και
σi ≥ 0. Τότε η λύση του προβλήµατος Riemann (3.3.3) αποτελείται από
ένα κεντρικό κύµα αραίωσης, του οποίου οι χαρακτηριστικές του ταχύτητες
παίρνουν τιµές στο διάστηµα [λ−i , λ

+
i ], όπου τα άκρα ορίζονται ως :

λ−i = λi(wi−1) και λ+
i = λi(wi).

΄Εχουµε δείξει ότι το κεντρικό κύµα αραίωσης για σi ≥ 0 ικανοποιεί τη συν-
ϑήκη αποδεκτικότητας της εντροπίας.

Περίπτωση 2: Το i-χαρακτηριστικό πεδίο είναι γνησίως µη-γραµµικό και
σi < 0 ή το i-χαρακτηριστικό πεδίο είναι γραµµικά εκφυλισµένο (µε σi αυ-
ϑαίρετο). Τότε η λύση του προβλήµατος Riemann (3.3.3) αποτελείται από
ένα κρουστικό κύµα συµπίεσης ή µία ασυνέχεια επαφής αντίστοιχα, µε χα-
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ϱακτηριστική ταχύτητα:

λ−i = λ+
i = λi(wi−1, wi).

Υπενθυµίζουµε ότι η λi(wi−1, wi) αποτελεί την i-ιδιοτιµή του κατά µέσου όρου
πίνακα A(wi−1, wi) που ορίστικε στη (3.2.8). Από το Θεώρηµα 3.5 έχουµε
δείξει ότι το κρουστικό κύµα για σ < 0, δηλαδή το κρουστικό κύµα συµπίε-
σης, όσο και η ασυνέχεια επαφής ικανοποιούν τη συνθήκη αποδεκτικότητας
της εντροπίας.

Η λύση του προβλήµατος Riemann (3.0.1)-(3.0.2) µε οποιαδήποτε αρχικά
δεδοµένα u−, u+ ∈ Ω µπορεί να κατασκευαστεί από την ένωση των λύσεων
των n-προβληµάτων Riemann (3.3.3), ∀ i = 1, . . . , n, σε διαφορετικά τµήµατα
του επιπέδου t−x. Πράγµατι, για σ1, . . . , σn ικανοποιητικά µικρά, οι κλίσεις
λ−i = λi(wi−1) και λ+

i = λi(wi) παραµένουν κοντά στην αντίστοιχη ιδιοτιµή
λi(u

−) του πίνακα A(u−). Αφού, το σύστηµα µας είναι αυστηρά υπερβολι-
κό και λi οµαλή, µπορούµε να υποθέσουµε ότι η τοµή των n-διαστηµάτων
[λ−i , λ

+
i ] είναι το κενό σύνολο, αφού ϑα ισχύει

λ−1 ≤ λ+
1 < λ−2 ≤ λ+

2 < · · · < λ−n ≤ λ+
n .

Εποµένως, γι΄ αυτό η κατά τµήµατα σταθερή οµαλή συνάρτηση u : [0,∞) ×
R→ Rn που ϑα κατασκευάσουµε µε τον εξής τρόπο ϑα είναι καλά ορισµένη:

u(t, x) =



u−, εάν x/t ∈ (−∞, λ−1 )

u+, εάν x/t ∈ (λ+
n ,∞)

wi, εάν x/t ∈ (λ+
i , λ

−
i+1), i = 1, . . . , n− 1

Ri(s)(wi−1), εάν x/t ∈ [λ−i , λ
+
i ], x/t = λi(Ri(s)(wi−1))

,

(3.3.4)

όπου

wi =

Ri(σi)(wi−1), εάν σi ≥ 0

Si(σi)(wi−1), εάν σi < 0
.
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΄Ενα τυπικό παράδειγµα ϕαίνεται στο Σχήµα 3.1. Θεωρούµε ένα 3×3 σύστη-
µα, υποθέτοντας ότι το πρώτο και το τρίτο χαρακτηριστικό πεδίο είναι γνησίως
µη-γραµµικά, ενώ το δεύτερο είναι γραµµικά εκφυλισµένο. Στο Σχήµα 3.1
είναι η δοµή που ϑα έχει η λύση u = u(t, x) στη περίπτωση που σ1 < 0,
σ3 > 0 και σ2 6= 0 (αφού στη περίπτωση του γραµµικά εκφυλισµένου πεδίου
το σ είναι αυθαίρετο). Σε αυτή την περίπτωση, η λύση περιέχει :

• ΄Ενα κρουστικό κύµα συµπίεσης της 1-χαρακτηριστικής οικογένειας,
το οποίο ταξιδεύει µε ταχύτητα λ−1 = λ+

1 = λ1(w0, w1).

• Μία ασυνέχεια επαφής της 2-χαρακτηριστικής οικογένειας, η οποία
ταξιδεύει µε ταχύτητα λ−2 = λ+

2 = λ(w1, w2).

• ΄Ενα κεντρικό κύµα αραίωσης µέσα στη περιοχή x/t ∈ [λ−3 , λ
+
3 ] =

[λ3(w2), λ3(w3)].

Σχήµα 3.1. Λύση προβλήµατος Riemann

Θεώρηµα 3.6. ΄Εστω ότι ισχύουν οι ϐασικές υποθέσεις (♣). Τότε, για κάθε

συµπαγές σύνολο K ⊂ Ω υπάρχει δ > 0, τέτοιο ώστε το πρόβληµα Riemann

(3.0.1)-(3.0.2) να έχει µοναδική ασθενή λύση της µορφής (3.3.4), όταν u− ∈ K
και |u+ − u−| < δ.
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Ἀπόδειξη. Σταθεροποιούµε u− ∈ Ω. Η απεικόνιση Λ, όπως ορίστηκε στο
(3.3.1), είναι δύο ϕορές συνεχώς παραγωγίσιµη ως σύνθεση συναρτήσεων που
όπως έχουµε δει είναι δύο ϕορές συνεχώς παραγωγίσιµες. Επίσης, ισχύει

∂Λ

∂σi

∣∣∣
σ1=···=σn=0

= ri(u0).

Αφού τα n ιδιοδιανύσµατα r1(u0), . . . , rn(u0) είναι γραµµικά ανεξάρτητα, έπε-
ται ότι ο πίνακας DΛ στο σ = 0 έχει n-γραµµές γραµµικές ανεξάρτητες. ΄Αρα
ο DΛ(0) είναι αντιστρέψιµος πίνακας και έχει ορίζουσα µη-µηδενική. Από
το ϑεώρηµα της αντίστροφης απεικόνισης, η απεικόνιση:

(σ1, . . . , σn) 7→ Λ(σ1, . . . , σn)(u−), (3.3.5)

είναι ένας C2 οµοιοµορφισµός µιας γειτονιάς του 0 ∈ Rn επί µιας γειτονι-
άς του u−. Εποµένως, η εξίσωση Λ(σ1, . . . , σn)(u−) = u+ για (σ1, . . . , σn)

αρκετά κοντά στο (0, . . . , 0) έχει µοναδική λύση αν το u+ είναι αρκετά κον-
τά στο Λ(0)(u−) = u−. Εποµένως, για u− ∈ K µε |u+ − u−| < δ, η
Λ(σ1, . . . , σn)(u−) = u+ έχει µοναδική λύση για αρκετά µικρά (σ1, . . . , σn)

(δηλαδή αρκετά κοντά στο ~0). ΄Ετσι, η συνάρτηση που ορίστηκε στο (3.3.4)
είναι µια ασθενής λύση του προβλήµατος Riemann (3.0.1)-(3.0.2).

΄Εστω η µια κυρτή εντροπία για το σύστηµα του νόµου διατήρησης (3.0.1) µε
αντίστοιχη ϱοή εντροπίας q. Εάν u−, u+ αρκετά κοντά, τότε εκ κατασκευής
η λύση u = u(t, x) ικανοποιεί τη συνθήκη αποδεκτικότας της εντροπίας. Η
λύση που ορίστηκε στο (3.3.4), αναµένουµε σε εφαρµογές να σχετίζεται µε τη
ϕυσική έννοια του προβλήµατος.Λο
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Κεφάλαιο 4

Το πρόβληµα του Cauchy για

συστήµατα

Στο κεφάλαιο αυτό ϑα ασχοληθούµε µε την καθολική ύπαρξη λύσης του
προβλήµατος του Cauchy:

ut + (f(u))x = 0 (4.0.1)

u(0, x) = ū, (4.0.2)

υπό τις υποθέσεις :
(♣) Το n×n σύστηµα του νόµου διατήρησης (4.0.1), είναι αυστηρά υπερβολι-
κό µε οµαλούς συντελεστές, οι οποίοι είναι ορισµένοι σε ένα ανοικτό σύνολο
Ω ⊆ Rn. Κάθε χαρακτηριστικό πεδίο είναι είτε γνησίως µη-γραµµικό είτε
γραµµικά εκφυλισµένο.

Ο απώτερος στόχος µας είναι για δοσµένη αρχική συνθήκη ū µε ικανο-
ποιητικά µικρή ολική διακύµανση, να κατασκευάσουµε µια ασθενής λύση
u ορισµένη ∀ t ≥ 0, η οποία ϑα ικανοποιεί επίσης τη συνθήκη αποδεκτι-
κότητας της εντροπίας. Στο σηµείο αυτό υπενθυµίζουµε ότι µια συνάρτηση
u : [0, T ]×R→ Rn είναι ασθενής λύση του προβλήµατος του Cauchy (4.0.1)-
(4.0.2), εάν t 7→ u(t, ·) είναι συνεχής µε τιµές στο L1

loc, ικανοποιείται η αρχική
συνθήκη και ∀ ϕ ∈ C1 µε συµπαγή ϕορέα µέσα στο ανοικτό σύνολο (0, T )×R,
ισχύει :
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� T
0

�∞
−∞ [ϕt(t, x)u(t, x) + ϕx(t, x)f(u(t, x))] dxdt = 0.

Επιπρόσθετα για δοσµένη κυρτή εντροπία η για το σύστηµα (4.0.1), µε ϱοή
εντροπίας q, λέµε ότι η u ικανοποιεί τη συνθήκη αποδεκτικότητας της εν-
τροπίας, δηλαδή είναι η-αποδεκτή, εάν ∀ ϕ µη αρνητική συνάρτηση, όπου
ϕ ∈ C1 µε συµπαγή ϕορέα µέσα στο ανοικτό σύνολο (0, T )× R, ισχύει :

� T
0

�∞
−∞ [ϕt(t, x)η(u(t, x)) + ϕx(t, x)q(u(t, x))] dxdt ≥ 0.

Θεώρηµα 4.1. Υπό τις ϐασικές υποθέσεις (♣), υπάρχει µια σταθερά δ0 >

0, τέτοια ώστε για κάθε αρχική συνθήκη ū ∈ L1 µε Tot.V ar{ū} ≤ δ0, το

πρόβληµα του Cauchy (4.0.1)-(4.0.2) έχει ασθενής λύση u = u(t, x) η οποία

είναι ορισµένη ∀ t ≥ 0. Επιπρόσθετα, αν η : Rn 7→ R είναι µια κυρτή εντροπία

για το σύστηµα (4.0.1), τότε µπορούµε να ϐρούµε µια λύση u η οποία είναι

η-αποδεκτή.

Η απόδειξη του πιο πάνω ϑεωρήµατος ϐασίζεται στη µέθοδο ιχνηλάτησης
µετώπου του Bressan. Θα κατασκευάσουµε σε πρώτο στάδιο προσεγγιστικές
λύσεις, παίρνοντας ως αρχική συνθήκη µια κατά τµήµατα σταθερή συνάρ-
τηση, που προσεγγίζει την αρχική συνθήκη ū. Ο λόγος που µας ωθεί να
ακολουθήσουµε αυτή τη διαδικασία είναι γιατί εχούµε ήδη δείξει ότι κάθε
πρόβληµα Riemann µε αρχική συνθήκη της µορφής:

u(0, x) =

u−, εάν x < a

u+, εάν x > a
,

αποδέχεται λύση που να ικανοποιεί τη συνθήκη αποδεκτικότητας της εντρο-
πίας.

4.1 Προσεγγίσεις µέσω ιχνηλάτησης µετώπου

Ορισµός 4.2. Για κάθε ε > 0 λέµε ότι η συνεχής συνάρτηση uε : [0,∞) 7→
L1
loc(R,Rn) είναι ε-προσεγγιστική λύση µέσω της µεθόδου ιχνηλάτησης µε-

τώπου ( front tracking λύση) της εξίσωσης ut + (f(u))x = 0 εάν ικανοποιούνται

οι ακόλουθες τέσσερις συνθήκες :
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1. Η συνάρτηση uε = uε(t, x) ως συνάρτηση δύο µεταβλητών είναι τµηµα-

τικά σταθερή µε ασυνέχειες J που υφίστανται πάνω σε ευθείες γραµµές,

οι οποίες είναι πεπερασµένες στο πλήθος πάνω στο t-x επίπεδο. Τα άλ-

µατα µπορεί να είναι τριών ειδών: κρουστικό κύµα (shock) το οποίο ϑα

συµβολίζουµε µε S, µέτωπο αραίωσης (rarefaction front) το οποίο ϑα

συµβολίζουµε µε R και αφύσικο µέτωπο (non-physical front), το οποίο

ϑα συµβολίζουµε µε NP, δηλαδή J = S ∪ R ∪NP. Τα πιο πάνω άλµατα

ασυνέχειας ϑα οριστούν σε µεταγενέστερο στάδιο.

2. Κατά µήκος κάθε κρουστικού κύµατος (ή ασυνέχειας επαφής) x = xa(t),

a ∈ S, οι τιµές u− = u(t, xa−) και u+ = u(t, x+
a ) συνδέονται µέσω της

σχέσης :

u+ = Ska(σa)(u
−),

για κάποιο ka ∈ {1, · · · , n} και µέγεθος σa του κρουστικού κύµατος.

Εάν επίσης η ka−οικογένεια είναι γνησίως µη-γραµµική, τότε ισχύει η

συνθήκη αποδεκτικότητας σa < 0. Ακόµη η ταχύτητα του κρουστικού

κύµατος ικανοποιεί :

|ẋa − λka(u+, u−)| ≤ ε.

3. Κατά µήκος κάθε µετώπου αραίωσης x = xa(t), a ∈ R ισχύει :

u+ = Rka(σa)(u
−), όπου σa ∈ (0, ε].

Επιπρόσθετα, |ẋa − λka(u+)| ≤ ε.

4. ΄Ολα τα αφύσικα µέτωπα x = xa(t), a ∈ NP έχουν την ίδια ταχύτητα :

ẋa ≡ λ̂,

όπου λ̂ είναι µια σταθερά, µεγαλύτερη από όλες τις χαρακτηριστικές τα-

χύτητες.
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Το συνολικό µέγεθος όλων των αφύσικων µετώπων στην uε(t, ·) παρα-

µένει οµοίοµορφα µικρό, δηλαδή:∑
a∈NP

|uε(t, x+
a )− uε(t, x−a )| ≤ ε, ∀t ≥ 0.

Τέλος, η αρχική συνθήκη της uε ικανοποιεί τη σχέση : ‖uε(0, ·) − ū‖1 < ε.

Εάν λοιπόν, ικανοποιούνται οι πιο πάνω συνθήκες 1-4, τότε η uε ϑα είναι µια

ε-προσεγγιστική front tracking λύση στο πρόβληµα του Cauchy:

ut + (f(u))x = 0

u(0, x) = ū.

Θεώρηµα 4.3. [΄Υπαρξη ε-προσεγγιστικών front tracking λύσεων] Υπό τις ϐα-

σικές υποθέσεις (♣), υπάρχει µια σταθερά δ0 > 0 µε την ακόλουθη ιδιότητα.

Για κάθε αρχική συνθήκη ū ∈ L1 που ικανοποιεί Tot.V ar{ū} ≤ δ0, τότε

∀ε > 0 το πρόβληµα του Cauchy (4.0.1)-(4.0.2), έχει µια ε-προσεγγιστική front

tracking λύση uε που είναι ορισµένη ∀t ≥ 0.

Σε πρώτο στάδιο ϑα περιγράψουµε τον αλγόριθµο ιχνηλάτησης µετώπου
(front tracking algorithm) που ϑα µας δώσει τις front tracking προσεγγίσεις.
Ακολούθως ∀ ε > 0, µε την κατάλληλη επιλογή κάποιων παραµέτρων (λαµ-
ϐάνοντας υπόψη κάθε ϕορά το αντίστοιχο ε), ϑα αντλήσουµε µέσα από τον
αλγόριθµο ε-προσεγγιστικές front tracking λύσεις uε. Τέλος, ϑα δείξουµε
ότι µια κατάλληλη ακολουθία που έχει ως όρους τις ε-προσεγγιστικές front
tracking λύσεις uε, συγκλίνει καθώς το ε → 0+ σε ένα όριο u = u(t, x) το ο-
ποίο αποτελεί µια ασθενή λύση για το πρόβληµα του Cauchy και είναι επίσης
η-αποδεκτή. Η διαδικασία αυτή ϑα αποτελέσει την κύρια ιδέα της απόδειξης
του Θεωρήµατος 4.1.

4.2 Αλγόριθµος ιχνηλάτησης µετώπου

Αρχικά ϑα περιγράψουµε ένα αλγόριθµο που ϑα µας δώσει µια front tra-
cking προσέγγιση u.
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Η διαδικασία ξεκινά τη χρονική στιγµή t = 0, παίρνοντας µια κατά τµήµα-
τα σταθερή συνάρτηση u(0, ·) που προσεγγίζει την αρχική συνθήκη ū και
ικανοποιεί :

Tot.V ar{u(0, ·)} ≤ Tot.V ar{ū} ≤ δ0.

Σχήµα 4.1. Τα µέτωπα στο t − x επίπεδο του αλγόριθµου ιχνηλάτησης
µετώπου

Παίρνοντας τώρα ως αρχική συνθήκη τη u(0, ·), είµαστε σε ϑέση να ξεκι-
νήσουµε τη διαδικασία κατασκευής της front tracking προσέγγισης u. ΄Ε-
στω x1 < · · · < xN τα σηµεία όπου η u(0, ·) είναι ασυνεχής. Τότε έχου-
µε Ν-προβλήµατα Riemann, όπου το καθένα δηµιουργείται από κάθε άλµα
(u(0, x−a ), u(0, x+

a )) µε a = 1, . . . , N . ΄Ολα τα προβλήµατα Riemann ϑα λυθο-
ύν προσεγγιστικά. Πιο συγκεκριµένα, εάν η ακριβής λύση του προβλήµατος
Riemann περιέχει µόνο κρουστικά κύµατα συµπίεσης και ασυνέχειες επα-
ϕής, τότε επιτρέπουµε στη front tracking προσέγγιση u να συµπίπτει µε την
ακριβής λύση, η οποία είναι ήδη κατά τµήµατα σταθερή. ∆ιαφορετικά, εάν
στην ακριβή λύση περιέχονται κύµατα αραίωσης, τότε αυτά ϑα προσεγγιστο-
ύν από ϐεντάλιες αραίωσης οι οποίες ϑα αποτελούνται από αρκετά µικρά
µέτωπα τα οποία ϑα ταξιδεύουν µε ταχύτητα κοντά στη χαρακτηριστική τα-
χύτητα. Εποµένως, όλα τα προβλήµατα Riemann λύνονται στο πλαίσιο των
κατά τµήµατων σταθερών συναρτήσεων. Για λόγους ευκολίας, ϑα αποκα-
λούµε µέτωπο (wave-front) µια ασυνέχεια που είναι είτε κρουστικό κύµα
συµπίεσης, είτε ασυνέχεια επαφής είτε µέτωπο αραίωσης.
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Η προσεγγιστική λύση µπορεί να επεκταθεί µε αυτό τον τρόπο µέχρι και
κάποια χρονική στιγµή t1 κατά την οποία γίνεται η πρώτη σύγκρουση µεταξύ
δύο ή περισσότερων µετώπων. Εφόσον, η u(t1, ·) εξακολουθεί να είναι κατά
τµήµατα σταθερή, επαναλαµβάνουµε την ίδια διαδικασία µε προηγουµένως,
παίρνοντας τώρα ως αρχική συνθήκη τη u(t1, ·). Ακολούθως, λύνουµε και
πάλι προσεγγιστικά τα αντίστοιχα προβλήµατα Riemann στο πλαίσιο των κα-
τά τµήµατων σταθερών συναρτήσεων. ΄Ετσι, η προσεγγιστική λύση u επεκτε-
ίνεται µέχρι και κάποια χρονική στιγµή t2 κατά την οποία γίνεται η δεύτερη
σύγκρουση µεταξύ κάποιων µετώπων και µε αυτό τον τρόπο η διαδικασία
συνεχίζεται επαγωγικά.

Γενικά σε n × n συστήµατα είναι πιθανόν κάποιος να συναντήσει µια
τεχνική δυσκολία. Ας αναλογιστούµε ότι η λύση ενός προβλήµατος Riemann
που προκύπτει από µια σύγκρουση δύο εισερχόµενων µετώπων, µπορεί να
µας δώσει το πολύ n-εξερχόµενα µέτωπα, υπό τη προυπόθεση ότι όλα είναι
κρουστικά κύµατα συµπίεσης και ασυνέχειες επαφής (Θεώρηµα αντίστροφης
απεικόνισης). Εάν στη λύση Riemann εµφανίζονται και κύµατα αραίωσης,
τα οποία όπως προαναφέραµε ϑα αντικατασταθούν από ϐεντάλιες αραίωσης,
τότε ο αριθµός των εξερχόµενων µετώπων ϑα είναι ακόµα µεγαλύτερος. Με
τη σειρά τους αυτά τα µέτωπα ϑα συγκρουστούν γρήγορα µε άλλα µέτωπα
δηµιουργώντας αρκετά προβλήµατα Riemann που η επίλυση τους ϑα δώσει
όλο και περισσότερες γραµµές ασυνέχειας. Με αυτόν τον τρόπο είναι πολύ
πιθανόν σε πεπερασµένη χρονική στιγµή τ τα µέτωπα να απειριστούν (∆είτε
Σχήµα 4.2). Σε αυτή τη περίπτωση καταρρέει ολόκληρος ο συλλογισµός µας,
αφού εξ΄ ορισµού ένας αλγόριθµος πρέπει να ολοκληρώνεται µετά από κάποιο
πεπερασµένο αριθµό ϐηµάτων.

Κατά συνέπεια, πρέπει να τροποποιήσουµε τον αλγόριθµο µας, ούτως
ώστε να εξασφαλίσουµε ότι ο αριθµός των µετώπων δεν ϑα απειριστεί σε πε-
περασµένο χρόνο. Για να το πετύχουµε αυτό, ϑα υιοθετήσουµε δύο διαφορε-
τικές διαδικασιές επίλυσης του προβλήµατος Riemann στα πλαίσια της κατά
τµήµατα σταθερής λύσης. Η επιλογή της διαδικασίας που ϑα ακολουθούµε
κάθε ϕορά ϑα γίνεται λαµβάνοντας υπόψη το µέγεθος των εισερχόµενων µε-
τώπων της σύγκρουσης που παράγει το αντίστοιχο πρόβληµα Riemann. Οι
δύο διαδικασίες που ϑα χρησιµοποιήσουµε είναι οι εξής :
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Σχήµα 4.2. Σύγκρουση µετώπων

• Ακριβής λύση Riemann: Σε αυτό τον τρόπο επίλυσης του προβλήµα-
τος Riemann, ϑα γνωρίσουµε κάποια καινούργια µέτωπα, τα οποία
όπως προαναφέραµε ϑα τα ορίσουµε ως µέτωπα αραίωσης (rarefaction
fronts). Αρκετά µέτωπα αραίωσης ϑα αποτελέσουν µαζί µία ϐεντάλια
αραίωσης η οποία ϑα αντικαταστήσει το κύµα αραίωσης (Σχήµα 4.3).

Σχήµα 4.3. Ακριβής και Απλοποιηµένη Λύση Riemann

• Απλοποιηµένη λύση Riemann: Σε αυτή την περίπτωση, όλα τα καινο-
ύργια µέτωπα συµπυκνώνονται σε ένα µέτωπο το οποίο ϑα ονοµάσουµε
αφύσικο µέτωπο (non-physical front) και ϑα ταξιδεύει µε µια ταχύτη-
τα λ̂ που ϑα είναι αυστηρά µεγαλύτερη από όλες τις χαρακτηριστικές
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ταχύτητες. Τα εισερχόµενα µέτωπα απλά διασταυρώνονται και εξέρχον-
ται από τη σύγκρουση µε πιθανόν ελαφρώς διαφορετική κλίση (Σχήµα
4.3).

Εάν για τη κατασκευή του αλγόριθµου µας χρησιµοποιούσαµε µόνο την
ακριβής λύση Riemann, τότε ο αριθµός των εξερχόµενων µετώπων από κάθε
σύγκρουση ϑα ήταν µεγάλος. Αυτά τα µέτωπα µε τη σειρά τους ϑα προκα-
λούσαν πολλές άλλες συγκρούσεις και όπως έχουµε ήδη εξηγήσει ο αριθµός
των µετώπων ϑα απειριζόταν σε πεπερασµένη χρονική στιγµή, γεγονός που
ϑα κατέστρεφε την όλη διαδικασία. Ως εκ τούτου, ϑα χρησιµοποιούµε και
τις δύο διαδικασίες. Η επιλογή της κάθε διαδικασίας ϑα γίνεται µε ϐάση µια
παράµετρο ρ > 0, η οποία ϑα καθορίζεται στην αρχή του αλγόριθµου.

4.2.1 Ακριβής λύση Riemann

΄Εστω ότι στο τυχαίο σηµείο (t̄, x̄) γίνεται µια σύγκρουση και έχουµε το
πρόβληµα Riemann:

vt + (f(v))x = 0, (4.2.1)

v(t̄, x) =

u−, εάν x < x̄

u+, εάν x > x̄.
(4.2.2)

Αρχικά, στην ακριβής λύση Riemann προσδιορίζουµε µέσω του Θεωρήµα-
τος της αντίστροφης απεικόνισης τις τιµές w0, w1, . . . , wn και τις παραµέτρους
σ1, σ2, . . . , σn για τις οποίες ισχύει :

w0 = u−, wn = u+, wi = Ψi(σi)(wi−1), για i = 1, . . . , n,

όπου η Ψi(σ)(w) υπενθυµίζουµε πως είναι η καµπύλη που ορίσαµε στο Κε-
ϕάλαιο 3, για δεδοµένο w ∈ Rn:

Ψi(σ)(w) =

Ri(σ)(w), εάν σ ≥ 0

Si(σ)(w), εάν σ < 0
.
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Εάν όλα τα µέτωπα (wi−1, wi) ήταν κρουστικά κύµατα συµπίεσης ή ασυ-
νέχειες επαφής, τότε το συγκεκριµένο πρόβληµα Riemann ϑα είχε ως λύση
µια κατά τµήµατα σταθερή συνάρτηση µε το πολύ n στο πλήθος γραµµές α-
συνέχειας. Στη γενική περίπτωση η ακριβής λύση του (4.2.1)-(4.2.2) δεν είναι
κατά τµήµατα σταθερή λόγω της παρουσίας των κυµάτων αραίωσης. Αυτά τα
κύµατα αραίωσης ϑα προσεγγιστούν από ϐεντάλιες αραίωσης οι οποίες ϑα
είναι κατά τµήµατα σταθερές, εισάγοντας κάποιες επιπρόσθετες τιµές wi,j ως
ακολούθως:

΄Εστω δ > 0 µια µικρή σταθερά που δίνεται στην αρχή της κατασκευής
του αλγόριθµου. Εάν το i-χαρακτηριστικό πεδίο είναι γνησίως µη-γραµµικό
και σi > 0, τότε ϑεωρούµε τον ακέραιο αριθµό:

pi = 1 + [σi/δ].

Για j = 1, . . . , pi, ορίζουµε :

wi,j = Ψi(jσi/pi)(wi−1),

xi,j(t) = x̄+ (t− t̄)λi(wi,j).

Εάν το i-χαρακτηριστικό πεδίο ειναι γνησίως µη-γραµµικό και σi ≤ 0 ή το
i-χαρακτηριστικό πεδίο είναι γραµµικά εκφυλισµένο (µε αυθαίρετο σi), τότε
ορίζουµε :

pi = 1 και wi,1 = wi,

xi,1(t) = x̄+ (t− t̄)λi(wi−1, wi).

Σε αυτή τη περίπτωση η λi(wi−1, wi) είναι η ταχύτητα Rankine-Hugoniot ενός
µετώπου που συνδέει τις τιµές wi−1, wi, έτσι ώστε να ισχύει :

λi(wi−1, wi)(wi − wi−1) = f(wi)− f(wi−1).

Με λίγα λόγια δεν διαφοροποιούµε τα κρουστικά κύµατα συµπίεσης και τις
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ασυνέχειες επαφής που εµφανίζονται στην ακριβή λύση, αλλά µονάχα τα
κύµατα αραίωσης.

Εφόσον λοιπόν καθοριστούν οι ενδιάµεσες τιµές wi,j και η τοποθέτηση των
µετώπων xi,j(t), είµαστε σε ϑέση να ορίσουµε µια προσεγγιστική λύση για το
πρόβληµα Riemann (4.2.1)-(4.2.2) µε τον εξής τρόπο:

v(t, x) =



u−, εάν x < x1,1(t)

u+, εάν x > xn,pn(t)

wi, εάν xi,pi(t) < x < xi+1,1(t)

wi,j, εάν xi,j(t) < x < xi,j+1 (j = 1, . . . , pi − 1)

. (4.2.3)

Σχήµα 4.4. Ακριβής Λύση Riemann

Παρατηρούµε ότι η διαφορά της v µε την ακριβή λύση οµοιότητας του (4.2.1)-
(4.2.2) είναι ότι κάθε κύµα αραίωσης αντικαθιστάται από µία ϐεντάλια αρα-
ίωσης η οποία χωρίζεται σε ίσα κοµµάτια και αποτελείται από pi µέτωπα
τα οποία ονοµάσαµε µέτωπα αραίωσης και έχουν µέγεθος µικρότερο του δ

(Σχήµα 4.4).
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4.2.2 Απλοποιηµένη λύση Riemann

Θεωρούµε πως γίνεται γίνεται µια σύγκρουση µεταξύ δύο µετώπων στο (t̄, x̄),
προσδιορίζοντας έτσι ένα πρόβληµα Riemann µε αρχικά δεδοµένα ul, ur.

Περίπτωση 1: ΄Εστω j, j′ ∈ {1, . . . , n} οι οικογένειες των δύο εισερχόµενων
µετώπων, µε j ≥ j′.

Υποθέτουµε ότι η αριστερή, η µεσαία και η δεξιά τιµή πριν τη σύγκρουση,
ul, um και ur αντίστοιχα συνδέονται ως ακολούθως:

um = Ψj(σ)(ul), ur = Ψj′(σ
′)(um).

Το j-µέτωπο κινείται µε µεγαλύτερη ταχύτητα από το j-µέτωπο όταν ισχύει
λj > λj′, λόγω του ότι το σύστηµα µας είναι αυστηρά υπερβολικό. ΄Ετσι
απαιτούµε στη συγκεκριµένη περίπτωση το j-µέτωπο να ϐρίσκεται αριστερά
του j’-µετώπου, διότι διαφορετικά δεν ϑα συγκρούονταν τα δύο µέτωπα µεταξύ
τους.
Ορίζουµε τη ϐοηθητική δεξιά τιµή:

ūr =

Ψj(σ) ◦Ψj′(σ
′)(ul), εάν j > j′

Ψj(σ + σ′)(ul), εάν j = j′
. (4.2.4)

Η λύση του προβλήµατος Riemann µε αρχικά δεδοµένα ul, ūr ϑα είναι µια
κατά τµήµατα σταθερή συνάρτηση v̄ = v̄(t, x) την οποία ϑα τη κατασκευ-
άσουµε όπως ακριβώς κατασκευάσαµε την (4.2.3). ΄Εστω u∗ = Ψj′(σ

′)(ul).
Εάν j > j′ (Σχήµα 4.5), λόγω της (4.2.4) η κατά τµήµατα σταθερή συνάρτηση
v̄ ϑα έχει 3 πιθανές µορφές :

• Θα αποτελείται από ακριβώς δύο µέτωπα, εάν και οι δύο καµπύλες
Ψj(σ)(u∗), Ψj′(σ

′)(ul) είναι είτε κρουστικά κύµατα συµπίεσης είτε α-
συνέχειες επαφής.

• Θα αποτελείται από ένα µέτωπο και µία ϐεντάλια αραίωσης, εάν µια
από τις δύο καµπύλες Ψj(σ)(u∗), Ψj′(σ

′)(ul) είναι ένα κύµα αραίωσης.

• Θα αποτελείται από δύο ϐεντάλιες αραίωσης, εάν και οι δύο καµπύλες
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Ψj(σ)(u∗), Ψj′(σ
′)(ul) είναι κύµατα αραίωσης.

Εάν j = j′ (Σχήµα 4.5), λόγω της (4.2.4) η κατά τµήµατα σταθερή συνάρτηση
v̄ ϑα έχει 2 πιθανές µορφές :

• Θα αποτελείται από ένα µέτωπο, εάν η καµπύλη Ψj(σ + σ′)(ul) =

Ψj′(σ + σ′)(ul) είναι είτε κρουστικό κύµα συµπίεσης είτε ασυνέχεια
επαφής.

• Θα αποτελείται από µία ϐεντάλια αραίωσης, εάν η καµπύλη Ψj(σ +

σ′)(ul) = Ψj′(σ + σ′)(ul) είναι ένα κύµα αραίωσης.

Σχήµα 4.5. Στα αριστερά έχουµε j > j′ και στα δεξιά j = j′

Τέλος, αφού γενικά ισχύει ūr 6= ur, για την ολοκλήρωση της διαδικασίας
επιτρέπουµε στο µέτωπο (ūr, ur) να ταξιδεύει µε ταχύτητα λ̂ µεγαλύτερη από
όλες τις χαρακτηριστικές ταχύτητες. Παρατηρούµε έτσι, ότι η απλοποιηµένη
λύση Riemann εισαγάγει την έννοια ενός καινούργιου µετώπου, το οποίο ϑα
ονοµάσουµε αφύσικο µέτωπο x − x̄ < (t − t̄)λ̂ και ϑα τρέχει µε σταθερή
ταχύτητα λ̂. ΄Ετσι, ορίζουµε τη προσεγγιστική λύση v σε µια περιοχή του
σηµείου (t̄, x̄) ως ακολούθως:

v(t, x) =

v̄(t, x), εάν x− x̄ < (t− t̄)λ̂

ur, εάν x− x̄ > (t− t̄)λ̂
.

Λόγω του ότι η απλοποιηµένη λύση Riemann εισαγάγει την έννοια ενός και-
νούργιου µετώπου, πρέπει να εξετάσουµε ακόµα ένα είδος σύγκρουσης µε-
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τώπων.

Περίπτωση 2: ΄Ενα αφύσικο µέτωπο συγκρούεται από αριστερά µε ένα µέτω-
πο της i-χαρακτηριστικής οικογένειας, για κάποιο i ∈ {1, . . . , n} (Σχήµα 4.6).

΄Εστω ul, um και ur η αριστερή, µεσαία και δεξιά τιµή αντίστοιχα πριν τη
σύγκρουση. ΄Εστω επίσης ur = Ψi(σ)(um). Ορίζουµε τη ϐοηθητική δεξιά
τιµή:

ūr = Ψi(σ)(ul). (4.2.5)

Καλούµε v̄ τη λύση του προβλήµατος Riemann µε αρχικά δεδοµένα ul, ūr,
την οποία κατασκευάζουµε µε τον ίδιο τρόπο που κατασκευάσαµε την (4.2.3).
Λόγω της (4.2.5), η v̄ ϑα περιέχει ένα µέτωπο µεγέθους σ στη περίπτωση που
Ψi(σ)(ul) είναι κρουστικό κύµα συµπίεσης ή ασυνέχεια επαφής. Αντίστοι-
χα, η v̄ ϑα περιέχει µία ϐεντάλια αραίωσης µεγέθους σ στη περίπτωση που
Ψi(σ)(ul) είναι ένα κύµα αραίωσης. ΄Οπως προηγουµένως, γενικά ισχύει
ul 6= ūr και επιτρέπουµε στο µέτωπο (ūr, ur) να ταξιδεύει µε ταχύτητα λ̂ µε-
γαλύτερη από όλες τις χαρακτηριστικές ταχύτητες.

Σχήµα 4.6

΄Ετσι, ορίζουµε µε τον ίδιο τρόπο τη προσεγγιστική λύση v σε µια περιοχή του

Λο
ϊζο
ς Κ
οσ
μά
ς



76 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4. ΤΟ ΠΡ΄ΟΒΛΗΜΑ ΤΟΥ CAUCHY ΓΙΑ ΣΥΣΤ΄ΗΜΑΤΑ

σηµείου (t̄, x̄):

v(t, x) =

v̄(t, x), εάνx− x̄ < (t− t̄)λ̂

ur, εάνx− x̄ > (t− t̄)λ̂
. (4.2.6)

Εκ κατασκευής όλα τα αφύσικα µέτωπα ταξιδεύουν µε την ίδια ταχύτη-
τα λ̂ και γι΄ αυτό δεν συγκρούονται ποτέ µεταξύ τους. Επιπρόσθετα, λόγω
του ότι το αφύσικο µέτωπο ταξιδεύει µε ταχύτητα µεγαλύτερη από όλες τις
χαρακτηριστικές ταχύτητες δεν µπορεί να κτυπήσει κάποιο ϕυσικό µέτωπο
(κρουστικό κύµα συµπίεσης, ασυνέχεια επαφής, µέτωπο αραίωσης) από τα
δεξιά. ΄Αρα, οι πιο πάνω περιπτώσεις καλύπτουν όλες τις πιθανές συγκρούσεις
µεταξύ δύο µετώπων.

Για να ολοκληρώσουµε τη περιγραφή του αλγόριθµου, αποµένει να διευ-
κρινίσουµε ποια λύση Riemann ϑα χρησιµοποιούµε σε κάθε σύγκρουση,
ώστε να λύνουµε προσεγγιστικά το αντίστοιχο πρόβληµα Riemann που προσ-
διορίζει η σύγκρουση. ΄Οπως έχουµε ήδη αναφέρει, η επιλογή της διαδικα-
σίας που ϑα ακολουθείται ϑα εξαρτάται από µια παράµετρο ρ > 0, η οποία
ϑα καθορίζεται στην αρχή του αλγόριθµου:

• Η ακριβής λύση Riemann ϑα τίθεται σε εφαρµογή για χρόνο t = 0

και επίσης στις χρονικές στιγµές t > 0 για τις οποίες ισχύει |σσ′| ≥ ρ,
όπου σ, σ′ είναι τα µεγέθη των εισερχόµενων µετώπων της σύγκρουσης
που προσδιορίζει το συγκεκριµένο πρόβληµα Riemann που ϑέλουµε να
επιλύσουµε.

• Η απλοποιηµένη λύση Riemann ϑα τίθεται σε εφαρµογή όταν στη σύγ-
κρουση εµπλέκεται ένα αφύσικο µέτωπο και επίσης στις χρονικές στιγ-
µές t > 0 για τις οποίες ισχύει |σσ′| < ρ, όπου σ, σ′ είναι τα µεγέθη
των εισερχόµενων µετώπων.

Επιπλέον, ϑα υιοθετήσουµε την παρακάτω αρχή:
(P) Στην ακριβής λύση Riemann, τα µέτωπα αραίωσης που είναι της ίδιας
οικογένειας µε ένα από τα εισερχόµενα µέτωπα, δεν ϑα διαχωρίζονται ακόµη
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και εάν το µέγεθος τους είναι > δ. ∆ηλαδή, εάν ένα µέτωπο αραίωσης σi που
προέρχεται από κάποια ϐεντάλια αραίωσης της i-οικογένειας συγκρουστεί µε
ένα µέτωπο, τότε το εξερχόµενο µέτωπο σ′i > 0 της i-οικογένειας ϑα είναι µόνο
ένα µέτωπο αραίωσης και δεν ϑα διαχωριστεί σε πολλά µέτωπα αραίωσης που
αυτά µε τη σειρά τους ϑα αποτελούσαν µία ϐεντάλια αραίωσης.

Καταληκτικά, η κατασκευή µιας προσεγγιστικής λύσης u µέσω του αλ-
γόριθµου ιχνηλάτησης µετώπου περιέχει 3 παραµέτρους :

• Μια µικρή σταθερά δ > 0, η οποία ελέγχει το µέγιστο µέγεθος των
µετώπων αραίωσης.

• Μια παράµετρο ρ > 0, που καθορίζει ποια λύση Riemann ϑα χρησιµο-
ποιηθεί κάθε ϕορά.

• Μια σταθερή ταχύτητα λ̂, αυστηρά µεγαλύτερη από όλες τις χαρακτη-
ϱιστικές ταχύτητες.

Αυτό ολοκληρώνει την περιγραφή του αλγόριθµου που ϑα µας δώσει την
front tracking προσεγγιστική λύση u. Για να αποδείξουµε το Θεώρηµα 4.3
ϑα δείξουµε ότι αν η αρχική συνθήκη ū έχει αρκετά µικρή ολική διακύµανση,
τότε για κάθε ε > 0, ο αλγόριθµος που περιγράψαµε πιο πάνω ϑα µας δίνει
µια ε-προσεγγιστική front tracking λύση uε, µε τη κατάλληλη επιλογή των
δ, ρ (λαµβάνοντας υπόψη κάθε ϕορά το αντίστοιχο ε). Θα δείξουµε επίσης
ότι αν η αρχική συνθήκη ū έχει αρκετά µικρή ολική διακύµανση, τότε η ε-
προσεγγιστική front tracking λύση uε ϑα ορίζεται ∀ t ≥ 0. Παρατηρούµε ότι
για να µπορούµε να ορίσουµε την ε-προσεγγιστική front tracking λύση uε

∀ t ≥ 0, ϑα πρέπει να ικανοποιούνται δύο συνθήκες. Αρχικά, ϑα πρέπει να
εξασφαλίσουµε ότι µπορούµε να επιλύνουµε όλα τα καινούργια προβλήµα-
τα Riemann που προσδιορίζονται από τις συγκρούσεις που γίνονται. Ως εκ
τούτου, ϑα πρέπει να εξασφαλίσουµε ότι η προσεγγιστική λύση έχει αρκετά
µικρή ολική διακύµανση ∀ t ≥ 0, ούτως ώστε σε κάθε πρόβληµα Riemann
οι αντίστοιχες τιµές u−, u+ να ϐρίσκονται αρκετά κοντά. Τέλος, ϑα πρέπει
να εξασφαλίσουµε ότι ο συνολικός αριθµός όλων των µετώπων είναι πεπερα-
σµένος.
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Παρατήρηση 4.1. Σύµφωνα µε τον αλγόριθµο µας τα κρουστικά κύµατα συµ-

πίεσης ταξιδεύουν ακριβώς µε τη ταχύτητα Rankine-Hugoniot: ẋa = λka(u
+, u−),

ενώ τα µέτωπα αραίωσης µε τη χαρακτηριστική ταχύτητα της δεξιάς τους τιµής :

ẋa = λka(u
+). Παρόλ΄ αυτά, ϑα επιτρέψουµε µια εξαίρεση σε αυτόν τον κανόνα

στη περίπτωση που τρία ή περισσότερα µέτωπα συγκρούονται µεταξύ τους. Για

να αποφύγουµε λοιπόν αυτή την περίπτωση ϑα πρέπει να αλλάξουµε τη ταχύτη-

τα τουλάχιστον ενός από τα εισερχόµενα µέτωπα. Φυσικά, η αλλαγή αυτή που

ϑα µας εξασφαλίσει ότι σε κάθε σύγκρουση ϑα συµµετέχουν µόνο δύο µέτωπα

µπορεί να είναι αυθαίρετα µικρή και γι΄ αυτό στον ορισµό της ε-προσεγγιστικής

front tracking λύσης επιτρέπουµε στα κρουστικά κύµατα συµπίεσης να ταξι-

δεύουν µε ταχύτητα ẋa τέτοια ώστε |ẋa − λka(u
+, u−)| ≤ ε και στα µέτωπα

αραίωσης µε ταχύτητα ẋa τέτοια ώστε |ẋa − λka(u+)| ≤ ε.

4.3 ΄Υπαρξη ε-προσεγγιστικών front tracking λύσε-

ων

Η απόδειξη του Θεωρήµατος 4.3 ϑα δοθεί σε έξι ϐήµατα.

Ἀπόδειξη. Βήµα 1: ΄Ενα συµπαγές σύνολο.

Ξεκινάµε διαλέγοντας δ1 > 0 τέτοιο ώστε η κλειστή µπάλα B(0, δ1) να
συµπεριλαµβάνεται εξ΄ ολοκλήρου στο Ω. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι µε
πιθανή µείωση του δ1, κάθε πρόβληµα Riemann που προκύπτει µέσα από
τον αλγόριθµο µας µε δεδοµένα ul, ur ∈ B(0, δ1), έχει µοναδική λύση ο-
µοιότητας µε τιµές µέσα στο Ω. Αυτό ισχύει διότι τα δεδοµένα ul, ur κάθε
προβλήµατος Riemann για τα οποία ισχύει ul, ur ∈ B(0, δ1), ϑα ϐρίσκονται
όσο κοντά ϑέλουµε λόγω του ότι επιλέξαµε αυθαίρετα µικρό το δ1. ΄Ετσι, από
το Θεώρηµα 3.6, αφού ul, ur ϐρίσκονται ικανοποιητικά κοντά, µπορούµε να
λύσουµε το αντίστοιχο πρόβληµα Riemann στα πλαίσια µιας λύσης οµοιότη-
τας.

Βήµα 2: Εκτιµήσεις µέσω των συγκρούσεων.

Κάθε ϕορά που συγκρούονται δύο µέτωπα, το καινούργιο πρόβληµα Rie-
mann που προσδιορίζεται από τη σύγκρουση λύνεται στα πλαίσια µιας οικο-
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γένειας εξερχόµενων µετώπων. Πιο κάτω ϑα διατυπώσουµε ένα λήµµα που
µας παρέχει µια εκτίµηση της διαφοράς των µεγεθών µεταξύ των εισερχόµε-
νων και των αντίστοιχων εξερχόµενων µετώπων. Η απόδειξη παραλείπεται.

Λήµµα 4.4. ΄Εστω µια σύγκρουση µεταξύ δύο εισερχόµενων µετώπων.

1. ΄Εστω σ′i, σ
′
j τα µεγέθη των δύο εισερχόµενων µετώπων, τα οποία ανήκουν

στις διακριτές οικογένειες i > j (Σχήµα 4.7). Η σύγκρουση τους ορίζει

ένα πρόβληµα Riemann που η ακριβής του λύση αποτελείται από εξερ-

χόµενα µέτωπα (ας πούµε n στο πλήθος) µε αντίστοιχα µεγέθη σ1, . . . ,

σn. Τα µεγέθη των εξερχόµενων µετώπων συνδέονται µε τα µεγέθη των

εισερχόµενων µετώπων µέσω της πιο κάτω εκτίµησης :

|σi − σ′i|+ |σj − σ′j|+
∑
k 6=i,j

|σk| = O(1)|σ′iσ′j|. (4.3.1)

Σχήµα 4.7

2. ΄Εστω σ, σ′ τα µεγέθη των δύο εισερχόµενων µετώπων τα οποία ανήκουν

και τα δύο στην i-χαρακτηριστική οικογένεια (Σχήµα 4.7). ΄Οµοια µε

προηγουµένως, καλούµε σ1, . . . , σn τα µεγέθη των εξερχόµενων µετώπων
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που παράγονται από το αντίστοιχο πρόβληµα Riemann. Τότε ισχύει :

|σi − σ − σ′|+
∑
k 6=i

|σk| = O(1)|σσ′|(|σ|+ |σ′|). (4.3.2)

3. ΄Εστω σ, σ′ τα µεγέθη των δύο εισερχόµενων µετώπων τα οποία ανήκουν

στις οικογένειες i και j αντίστοιχα (Σχήµα 4.5). ΄Εστω ul, um και ur η

αριστερή, η µεσαία και η δεξιά τιµή αντίστοιχα πριν τη σύγκρουση, έτσι

ώστε να ισχύει :

um = Ψi(σ)(ul), ur = Ψj(σ
′)(um).

Χρησιµοποιώντας ξανά τη ϐοηθητική δεξιά τιµή ūr, όπως την ορίσαµε στο

(4.2.4):

ūr =

Ψj(σ) ◦Ψj′(σ
′)(ul), εάν j > j′

Ψj(σ + σ′)(ul), εάν j = j′
,

τότε ισχύει :

|ūr − ur| = O|σσ′|. (4.3.3)

4. ΄Εστω ένα αφύσικο µετωπο που συνδέει τις τιµές ul, um συγκρούεται από

αριστερά µε ένα ϕυσικό µέτωπο της i-οικογένειας µεγέθους σ, που συνδέει

τις τιµές um, ur (Σχήµα 4.6), έτσι ώστε να ισχύει :

ur = Ψi(σ)(um).

Χρησιµοποιώντας ξανά τη ϐοηθητική δεξιά τιµή ūr, όπως την ορίσαµε στο

(4.2.5):

ūr = Ψi(σ)(ul),

τότε ισχύει :

|ūr − ur| − |um − ul| = O|σ||um − ul|. (4.3.4)
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΄Ολες οι πιο πάνω ποσότητες παραµένουν οµοιόµορφα ϕραγµένες όσο ισχύει

ul, um και ur ∈ B(0, δ1).

Βήµα 3: Φράγµα στο Total Variation.

΄Εστω u = u(t, x) η κατά τµήµατα σταθερή front tracking προσεγγιστική
λύση που κατασκευάστηκε µέσα από τον αλγόριθµο µας.
Θα αναζητήσουµε µια εκτίµηση της µορφής:

Tot.V ar {u(t, ·)} ≤ δ1, ∀t ≥ 0. (4.3.5)

Παρατηρούµε ότι εάν ισχύει η (4.3.5) ∀ t ≥ 0, τα δεδοµένα ul, ur κάθε
πρόβληµατος Riemann που ορίζεται µέσα από τον αλγόριθµο µας, ϑα ϐρίσκον-
ται µέσα στη µπάλα B(0, δ1), δηλαδη ul, ur ∈ B(0, δ1). Επειδή, το δ1 έχει
καθοριστεί αυθαίρετα µικρό τέτοιο ώστε κάθε πρόβληµα Riemann µε δεδο-
µένα ul, ur ∈ B(0, δ1) να έχει ακριβή λύση οµοιότητας, ϑα µπορούµε να
λύνουµε οποιοδήποτε πρόβληµα Riemann προκύπτει µέσα από τον αλγόριθ-
µο. Με αυτόν τον τρόπο η προσεγγιστική λύση u µπορεί να επεκταθεί µετά
από οποιαδήποτε χρονική στιγµή κατά την οποία συγκρούονται δύο µέτωπα.
Υπενθυµίζουµε ότι όταν χρησιµοποιούµε την ακριβής λύση Riemann αρχικά
ϐρίσκουµε την ακριβή λύση οµοιότητας και µετά εισάγουµε τις επιπρόσθετες
τιµές wi,j.

Για να µπορέσουµε να εξασφαλίσουµε ένα τέτοιο ϕράγµα της ολικής δια-
κύµανσης (Total Variation) ϑα ορίσουµε δύο συναρτησοειδή, τα οποία ϑα ορι-
στούν σε σχέση µε τα µεγέθη των διαφόρων µετώπων. ΄Εστω xa, a = 1, . . . , N ,
οι τοποθεσίες των µετώπων στη u(t, ·), για σταθερή χρονική στιγµή t. Επι-
πρόσθετα, έστω |σa| το µέγεθος του µετώπου στη ϑέση xa. Στην περίπτωση
ενός αφύσικου µετώπου παίρνουµε

|σa| = |u(t, x+
a )− u(t, x−a )|.

Στα παρακάτω για λόγους ευκολίας ϑα λέµε ότι ένα αφύσικο µέτωπο ανήκει
στη (n+ 1)-χαρακτηριστική οικογένεια.
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Ορίζουµε τα δύο συναρτησοειδή ως ακολούθως:

V (t) =
∑
a

|σa|, (4.3.6)

το οποίο αντιστοιχεί στο συνολικό µέγεθος όλων των µετώπων της u(t, ·) και

Q(t) =
∑

(α,β)∈A

|σασβ|, (4.3.7)

το οποίο αθροίζει το γινόµενο των µεγεθών των µετώπων που είναι πιθανόν
να συγκρουστούν στο µέλλον. Η άθροιση στο (4.3.7) περιλαµβάνει τα Ϲε-
ύγη του συνόλου A το οποίο αποτελείται από Ϲεύγη που έχουν πιθανότητα
να συγκρουστούν στο µέλλον. Πιο συγκεκριµένα το σύνολο A περιλαµβάνει
Ϲεύγη από δύο µέτωπα που ϐρίσκονται στα σηµεία xα < xβ και ανήκουν
στις χαρακτηριστικές οικογένειες kα, kβ ∈ {1, . . . , n+ 1} αντίστοιχα, εάν και
µόνο εάν ισχύει kα > kβ ή διαφορετικά ισχύει kα = kβ και τουλάχιστον
ένα από τα δύο µέτωπα είναι γνησίως µη-γραµµικό κρουστικό κύµα συµ-
πίεσης (genuinely non-linear shock). Παρατηρούµε ότι είναι αναµενόµενο
δύο µέτωπα xα < xβ µε kα > kβ να έχουν πιθανότητα να συγκρουστούν
στο µέλλον, αφού το σύστηµα µας είναι αυστηρά υπερβολικό και εποµένως
ισχύει : λ1(u) < λ2(u) < · · · < λn(u), ∀ u ∈ Ω ⊆ Rn. Αφού λi(·) οµαλή
∀i ∈ {1, . . . , n}, αλλάζει ελάχιστα όταν αλλάζει λίγο το όρισµα της. Οπότε
ϑα ισχύει λkα(·) > λkβ(·), αφού τα ορίσµατα των δύο ϑα ϐρίσκονται αρκετά
κοντά λόγω του ότι ϑα ανήκουν και τα δύο στη µπάλα B(0, δ1) λόγω της ε-
κτίµησης (4.3.5) που ϑα εξασφαλίσουµε. ΄Ετσι, τα δύο µέτωπα α και β ϑα
έχουν πιθανότητα να συγκρουστούν στο µέλλον. ΄Οταν (α, β) ∈ A, ϑα λέµε
ότι τα αντίστοιχα µέτωπα α και β προσεγγίζονται.

Τα δύο συναρτησοειδή ορίζονται µόνο σε χρονικές στιγµές κατά τις οποίες
δεν γίνεται κάποια σύγκρουση µεταξύ δύο µετώπων. Επίσης, παρατηρούµε
ότι τα δύο συναρτησοειδή αναφέρονται σε µια συγκεκριµένη προσεγγιστική
front tracking λύση, που έχει προκύψει από συγκεκριµένα δ και ρ.

΄Εστω τώρα ότι τη χρονική στιγµή τ γίνεται µια σύγκρουση µεταξύ δύο
µετώπων. Θέλουµε να εκτιµήσουµε τη διαφορά των τιµών των V και Q διά
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µέσου του χρόνου τ . Αρχικά ϑα ασχοληθούµε µε τη ποσότητα V . ΄Εστω ότι
το αντίστοιχο πρόβληµα Riemann που προσδιορίζεται από τη συγκεκριµένη
σύγκρουση λύνεται στα πλαίσια της ακριβούς λύσης Riemann, τότε :

• ΄Εστω ότι τα δύο εισερχόµενα µέτωπα ανήκουν στις διακριτές οικο-
γένειες i > j µε αντίστοιχα µεγέθη σ′i, σ′j. Τότε ισχύει

V (τ+) = |σi|+ |σj|+
∑
k 6=i,j

|σk|+
∑
λ

|σλ|

και

V (τ−) = |σ′i|+ |σ′j|+
∑
λ

|σλ|,

όπου σk είναι τα µεγέθη των εξερχόµενων µετώπων από τη σύγκρουση
και σλ είναι τα µεγέθη των µετώπων που δεν συµµετέχουν στη συγκε-
κριµένη σύγκρουση. Παρατηρούµε ότι τα µεγέθη σλ δεν µεταβάλλονται
δια µέσου της χρονικής στιγµής τ , λόγω του ότι δεν συµµετέχουν στη
σύγκρουση που συµβαίνει τη χρονική στιγµή τ . Επίσης, λόγω της Πα-
ϱατήρησης 4.1, η µικρή αλλαγή που επιτρέπουµε στη ταχύτητα των
µετώπων µας εξασφαλίζει ότι τη χρονική στιγµή τ συµβαίνει το πολύ
µια σύγκρουση. Εποµένως, τη χρονική στιγµή τ αποκλείεται τα µέτω-
πα µε µεγέθη σλ να συµµετέχουν σε οποιαδήποτε άλλη σύγκρουση.
΄Αρα, ισχύει

V (τ+)− V (τ−) = |σi|+ |σj|+
∑
k 6=i,j

|σk| − |σ′i| − |σ′j|

≤ |σi − σ′i|+ |σj − σ′j|+
∑
k 6=i,j

|σk|

= O(1)|σ′iσ′j|. (4.3.8)

Το ϐήµα (4.3.8) ισχύει λόγω της εκτίµησης (4.3.1) που εξασφαλίσαµε
στο Λήµµα 4.4.

• ΄Εστω ότι και τα δύο εισερχόµενα µέτωπα ανήκουν στην i-χαρακτηριστική
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οικογένεια µε µεγέθη σ, σ′. Τότε ισχύει ότι

V (τ+) = |σi|+
∑
k 6=i

|σk|+
∑
λ

|σλ|

και

V (τ−) = |σ|+ |σ′|+
∑
λ

|σλ|.

Εποµένως, ισχύει :

V (τ+)− V (τ−) = |σi|+
∑
k 6=i

|σk| − |σ| − |σ′|

≤ |σi − σ|+
∑
k 6=i

|σk| − |σ′|

≤ |σi − σ − σ′|+
∑
k 6=i

|σk|

= O(1)|σσ′|(|σ|+ |σ′|). (4.3.9)

Το ϐήµα (4.3.9) ισχύει λόγω της εκτίµησης (4.3.2) που εξασφαλίσα-
µε στο Λήµµα 4.4. Εφόσον, ϑα εξασφαλίσουµε τη εκτίµηση (4.3.5):
Tot.V ar {u(t, ·)} ≤ δ1, ∀ t ≥ 0, όπου δ1 ϑα είναι αυθαίρετα µικρό,
σίγουρα ϑα ισχύει |σ|+ |σ′| < 1.
Οπότε από τη (4.3.9) ισχύει

V (τ+)− V (τ−) = O(1)|σσ′|. (4.3.10)

΄Εστω τώρα ότι το αντίστοιχο πρόβληµα Riemann που ορίζεται από τη
σύγκρουση δύο µετώπων τη χρονική στιγµή τ λύνεται στα πλαίσια της
απλοποιηµένης λύσης Riemann, τότε :

• ΄Εστω ότι τα δύο εισερχόµενα µέτωπα είναι ϕυσικά και ανήκουν στις
διακριτές οικογένειες i, j µε αντίστοιχα µεγέθη |σ|, |σ′| και ένα αφύσικο
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µέτωπο να προκύπτει µετά τη σύγκρουση. Τότε ισχύει ότι

V (τ+) = |σ|+ |σ′|+ |ūr − ur|+
∑
λ

|σλ|

και

V (τ−) = |σ|+ |σ′|+
∑
λ

|σλ|.

Εποµένως, ισχύει

V (τ+)− V (τ−) = |ūr − ur|

= O(1)|σσ′|. (4.3.11)

Το ϐήµα (4.3.11) ισχύει λόγω της εκτίµησης (4.3.3) που εξασφαλίσαµε
στο Λήµµα 4.4.

• ΄Εστω ότι τα δύο εισερχόµενα µέτωπα είναι ϕυσικά και ανήκουν και τα
δύο στην i-χαρακτηριστική οικογένεια µε µεγέθη σ, σ′ και ένα αφύσικο
µέτωπο να προκύπτει µετά τη σύγκρουση. Τότε ισχύει

V (τ+) = |σ + σ′|+ |ūr − ur|+
∑
λ

|σλ|

και

V (τ−) = |σ|+ |σ′|+
∑
λ

|σλ|.

Εποµένως, ισχύει

V (τ+)− V (τ−) = |σ + σ′| − |σ| − |σ′|+ |ūr − ur|

≤ |σ|+ |σ′| − |σ| − |σ′|+ |ūr − ur|

= |ūr − ur|

= O(1)|σσ′|. (4.3.12)

Το ϐήµα (4.3.12) ισχύει λόγω της εκτίµησης (4.3.3) που εξασφαλίσαµε
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στο Λήµµα 4.4.

• ΄Εστω ότι ένα αφύσικο µέτωπο που συνδέει τις τιµές ul, um, δηλαδή
µεγέθους |um − ul|, συγκρούεται από αριστερά µε ένα ϕυσικό µέτωπο
της i-οικογένειας που συνδέει τις τιµές um, ur µεγέθους σ. Τότε ισχύει

V (τ+) = |σ|+ |ūr − ur|+
∑
λ

|σλ|

και

V (τ−) = |σ|+ |um − ul|+
∑
λ

|σλ|.

Εποµένως, ισχύει

V (τ+)− V (τ−) = |ūr − ur| − |um − ul|

= O(1)|σ||um − ul|. (4.3.13)

Το ϐήµα (4.3.13) ισχύει λόγω της εκτίµησης (4.3.4) που εξασφαλίσαµε
στο Λήµµα 4.4.

΄Αρα καταληκτικά, αν τη χρονική στιγµή τ γίνεται µια σύγκρουση µεταξύ δύο
εισερχόµενων µετώπων (οποιουδήποτε είδους) µε µεγέθη |σ|, |σ′| ισχύει

V (τ+)− V (τ−) = O(1)|σσ′|. (4.3.14)

Τώρα ϑα µελετήσουµε τη µεταβολή της ποσότητας Q διά µέσου της χρο-
νικής στιγµής τ , όπου γίνεται µια σύγκρουση µεταξύ δύο µετώπων. ΄Εστω ότι
λύνουµε στα πλαίσια της ακριβούς λύσης Riemann το αντίστοιχο πρόβληµα
Riemann που προσδιορίζεται από τη σύγκρουση που συµβαίνει τη χρονική
στιγµή τ στη ϑέση (x̄, t). ΄Εστω ότι τα δύο εισερχόµενα µέτωπα ανήκουν στις
διακριτές οικογένειες i > j µε αντίστοιχα µεγέθη σ′i, σ′j και έστω σ1, . . . , σn

τα µεγέθη των εξερχόµενων µετώπων (Σχήµα 4.8).
Εφόσον, ϑα πάρουµε αρχική συνθήκη u(0, ·) µε µικρή ολική διακύµανση

(Tot.V ar{u(0, ·)} ≤ δ0), όλα τα µέτωπα που ϑα προκύψουν από τον αλγόριθ-
µο µας ϑα έχουν µικρό µέγεθος, λόγω των εκτιµήσεων που έχουµε εξασφα-
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Σχήµα 4.8

λίσει στο Λήµµα 4.4. ΄Ετσι, από την εκτίµηση:

|σi − σ′i|+ |σj − σ′j|+
∑
k 6=i,j

|σk|
(4.3.1)

= O(1)|σ′iσ′j|

ισχύει ότι

|σi − σ′i| = O(1)|σ′iσ′j|,

όπου |σ′iσ′j| είναι µια µικρή ποσότητα. ΄Αρα σi, σ′i ϑα έχουν το ίδιο πρόσηµο.
Οµοίως σj, σ′j ϑα έχουν το ίδιο πρόσηµο.

Ως εκ τούτου, τα µέτωπα σβ, µε β ∈ B, που δεν συµµετείχαν στη σύγκρου-
ση και προσεγγίζουν το σ′i πριν τη χρονική στιγµή τ , είναι τα ίδια µέτωπα που
µετά από τη χρονική στιγµή τ προσεγγίζουν πάλι το σi. Αυτό ισχύει διότι :

1. Αν ισχύει x̄ < xβ και i > kβ, όπου kβ η χαρακτηριστική οικογένεια των
σβ, τότε ακριβώς µετά τη χρονική στιγµή τ ϑα εξακολουθεί να ισχύει
ότι xi < xβ και τετριµµένα i > kβ. ΄Αρα το µέτωπο σi ϑα προσεγγίζεται
από τα ίδια σβ.

2. Αν ισχύει x̄ < xβ, i = kβ και τουλάχιστον ένα από τα δύο πριν τη χρο-
νική στιγµή τ ήταν γνησίως µη-γραµµικό κρουστικό κύµα συµπίεσης
(δηλ. σ′i < 0 ή σβ < 0), τότε µετά τη χρονική στιγµή τ ϑα εξακολουθεί
να ισχύει τετριµµένα ότι xi < xβ, i = kβ. Επιπρόσθετα, τουλάχιστον
ένα από τα σi, σβ ϑα είναι γνησίως µη-γραµµικό κρουστικό κύµα συµ-
πίεσης (δηλ. σi < 0 ή σβ < 0), αφού σi και σ′i έχουν το ίδιο πρόσηµο.
΄Αρα και πάλι το µέτωπο σi ϑα προσεγγίζεται από τα ίδια σβ.
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Οµοίως, τα µέτωπα σγ, µε γ ∈ Γ, που δεν συµµετείχαν στη σύγκρουση
και προσεγγίζουν το σ′j πριν τη χρονική στιγµή τ , είναι τα ίδια µέτωπα που
µετά τη χρονική στιγµή τ συνεχίζουν να προσεγγίζουν το σj.

Επιπρόσθετα, µετά τη χρονική στιγµή τ η ποσότηταQ ϑα περιέχει κάποιους
καινούργιους όρους της µορφής |σkσa| µε k 6= {i, j}, όπου σk τα µεγέθη των
εξερχόµενων µετώπων από τη σύγκρουση και (k, a) ∈ A (Σχήµα 4.8). Ε-
πίσης, παρατηρούµε ότι µετά τη χρονική στιγµή τ τα καινούργια µέτωπα σi,
σj δεν προσεγγίζουν το ένα το άλλο, αφού έχουν ήδη συγκρουστεί. Εποµένως,
ισχύει

Q(τ+) =
∑

(k,a)∈A,k 6=i,j

|σkσa|+
∑

β∈B,β 6=j

|σiσβ|+
∑

γ∈Γ,γ 6=i

|σjσγ|+
∑

(λ,µ)∈∆

|σλσµ|

και

Q(τ−) = |σ′iσ′j|+
∑

β∈B,β 6=j

|σ′iσβ|+
∑

γ∈Γ,γ 6=i

|σ′jσγ|+
∑

(λ,µ)∈∆

|σλσµ|,

όπου το B περιλαµβάνει όλα τα µέτωπα µεγέθους σβ που προσεγγίζουν το
σ′i µε β 6= j και αυτά παραµένουν τα ίδια που προσεγγίζουν το σi µετά τη
σύγκρουση των σ′i και σ′j. Αντίστοιχα, το Γ περιλαµβάνει τα µέτωπα σγ µε
γ 6= i που προσεγγίζουν το σ′j τη χρονική στιγµή τ− και το σj τη χρονική
στιγµή τ+. Επιπρόσθετα, το ∆ περιλαµβάνει όλα τα µέτωπα µεγέθους σλ και
σµ που δεν συµµετέχουν στη σύγκρουση και προσεγγίζονται.
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΄Αρα, έχουµε

Q(τ+)−Q(τ−) =
∑

(k,a)∈A,k 6=i,j

|σkσa|+ (|σi| − |σ′i|)
∑

β∈B,β 6=j

|σβ|

+
(
|σj| − |σ′j|

) ∑
γ∈Γ,γ 6=i

|σγ| − |σ′iσ′j|

≤
∑
k 6=i,j

|σk|
∑
a

|σa|+ (|σi − σ′i|)
∑

β∈B,β 6=j

|σβ|

+
(
|σj − σ′j|

) ∑
γ∈Γ,γ 6=i

|σγ| − |σ′iσ′j|

(4.3.1)
= O(1)|σ′iσ′j|

∑
a

|σa|+ O(1)|σ′iσ′j|
∑

β∈B,β 6=j

|σβ|

+ O(1)|σ′iσ′j|
∑

γ∈Γ,γ 6=i

|σγ| − |σ′iσ′j|.

Εποµένως, έχουµε

Q(τ+)−Q(τ−) = −|σ′iσ′j|+ O(1)|σ′iσ′j|

(∑
a

|σa|+
∑

β∈B,β 6=j

|σβ|+
∑

γ∈Γ,γ 6=i

|σγ|

)
.

Εφόσον, έχουµε∑
a

|σa|+
∑

β∈B,β 6=j

|σβ|+
∑

γ∈Γ,γ 6=i

|σγ| = O(1)V (τ−),

τότε ισχύει

Q(τ+)−Q(τ−) = −|σ′iσ′j|+ O(1)|σ′iσ′j|V (τ−).

∆ιαλέγουµε µικρό δ2 > 0 τέτοιο ώστε :

δ2 ≤ δ1 ≤
1

2C
, ∀C που αντιστοιχεί σε οποιαδήποτε σύγκρουση.

Εάν το V (τ−), όπου τ− η χρονική στιγµή πριν µια οποιαδήποτε σύγκρουση,
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παραµείνει ικανοποιητικά µικρό, δηλαδή V (τ−) ≤ δ2, τότε ισχύει

Q(τ+)−Q(τ−) ≤ −|σσ′|+ C|σσ′| 1

2C

= −|σσ
′|

2
.

Εποµένως, εάν τ είναι οποιαδήποτε χρονική στιγµή κατά την οποία γίνεται
µια σύγκρουση µε εισερχόµενα µέτωπα µεγέθους σ, σ′ και εάν ισχύει ότι
V (τ−) ≤ δ2, τότε ισχύει

Q(τ+)−Q(τ−) ≤ −|σσ
′|

2
. (4.3.15)

Επιπρόσθετα, εάν V (τ−) ≤ δ2, µπορούµε να διαλέξουµε µια σταθερά
C0 > 0 αρκετά µεγάλη, τέτοια ώστε η ποσότητα:

Υ(t) = V (t) + C0Q(t),

να µειώνεται διά µέσου οποιασδήποτε χρονικής στιγµής τ κατά την οποία
σύµβαινει µια σύγκρουση. Αυτό ϑα ισχύει διότι

Υ(τ+)−Υ(τ−) = V (τ+)− V (τ−) + C0[Q(τ+)−Q(τ−)].

Από τη σχέση (4.3.14) γνωρίζουµε ότι ισχύει V (τ+) − V (τ−) = O(1)|σσ′|.
Επίσης, εφόσον υποθέτουµε ότι ισχύει V (τ−) ≤ δ2, ϑα ισχύει η (4.3.15):
Q(τ+)−Q(τ−) ≤ − |σσ

′|
2

.

Εποµένως, Υ(τ+)−Υ(τ−) ≤ C|σσ′|+C0[− |σσ
′|

2
] για οποιαδήποτε σταθερά C

που αντιστοιχά σε οποιαδήποτε σύγκρουση. ΄Ετσι, για ικανοποιητικά µεγάλη
σταθερά C0 ϑα ισχύει

Υ(τ+)−Υ(τ−) ≤ 0

και άρα ϑα ισχύει

Υ(τ+) ≤ Υ(τ−).
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΄Εστω τώρα C1 > 0 µια σταθερά τέτοια ώστε να ισχύει :

1

C1

Tot.V ar.{u(t, ·)} ≤ V (t) ≤ C1Tot.V ar.{u(t, ·)}. (4.3.16)

΄Αρα ισχύει

Tot.V ar.{u(t, ·)} ≤ C2
1Tot.V ar.{u(t, ·)}.

΄Αρα, αναγκαστικά ισχύει C1 ≥ 1.
Επίσης, παρατηρούµε ότι :

Q(t) ≤ V 2(t), ∀ t ≥ 0. (4.3.17)

Αυτό ισχύει διότι

Q(t) =
∑

(α,β)∈A

|σασβ|,

όπου το άθροισµα περιορίζεται µόνο στα γινόµενα των µεγεθών των µετώπων
που τη χρονική στιγµή t έχουν πιθανότητα να συγκρουστούν στο µέλλον, ενώ

V 2(t) =
∑
a

|σa|
∑
a

|σa|,

όπου αθροίζουµε όλα τα γινόµενα των µεγεθών των µετώπων τη χρονική στιγ-
µή t.

΄Εστω ότι δ3 > 0 είναι τόσο µικρό ώστε :

C1

[
C2

1 δ3 + C0C
3
1 δ

2
3

]
≤ δ2. (4.3.18)

Θέτοντας w = C2
1 δ3 + C0C

3
1 δ

2
3, ισχύει

C1w ≤ δ2. (4.3.19)
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Υποθέτουµε επίσης ότι :

Tot.V ar.{u(0, ·)} ≤ δ3. (4.3.20)

Επειδή, µέχρι τη χρονική στιγµή τ−1 δεν έχει συµβεί ακόµα κάποια σύγκρου-
ση, τα µέτωπα δεν έχουν αλλάξει, και γι΄ αυτό ισχύει

Tot.V ar.{u(0, ·)} = Tot.V ar.{u(τ−1 , ·)} ≤ δ3.

Από τις σχέσεις (4.3.16), (4.3.18) έχουµε

V (τ−1 ) ≤ C1δ3

C1≥1

≤ C3
1δ3 ≤ δ2.

Εφόσον, ισχύει V (τ−1 ) ≤ δ2 και η C0 είναι αρκετά µεγάλη σταθερά, η πο-
σότητα Υ ϑα µειωθεί διά µέσου της πρώτης σύγκρουσης.

΄Αρα από τις σχέσεις (4.3.16), (4.3.17) ισχύει

Tot.V ar{u(τ+
1 , ·)} ≤ C1V (τ+

1 )

≤ C1[V (τ+
1 ) + C0Q(τ+

1 )] = C1Υ(τ+
1 )

≤ C1Υ(τ−1 ) = C1Υ(0)

= C1[V (0) + C0Q(0)]

≤ C1[V (0) + C0V
2(0)]

≤ C1[C1Tot.V ar.{u(0, ·)}+ C0(C1Tot.V ar.{u(0, ·)})2]

(4.3.20)
≤ C1[C1δ3 + C0(C1δ3)2] = C2

1 δ3 + C0C
3
1 δ

2
3 = w.

΄Αρα ισχύει Tot.V ar.{u(τ+
1 , ·)} ≤ w. Εφόσον µέχρι τη χρονική στιγµή τ−2 (η

χρονική στιγµή λίγο πριν από τη 2η σύγκρουση) δεν γίνεται άλλη σύγκρουση,
τα µέτωπα δεν αλλάζουν και γι΄ αυτό ισχύει

Tot.V ar.{u(τ+
1 , ·)} = Tot.V ar.{u(τ−2 , ·)} ≤ w.
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Από την σχέση (4.3.16) ισχύει

V (τ−2 ) ≤ C1Tot.V ar.{u(τ−2 , ·)}

≤ C1w
(4.3.19)
≤ δ2

και εποµένως µε τον ίδιο τρόπο η ποσότητα Υ ϑα µειωθεί διά µέσου της
δεύτερης σύγκρουσης. ΄Αρα ισχύει

Tot.V ar.{u(τ+
2 , ·)} ≤ C1V (τ+

2 )

≤ C1Υ(τ+
2 ) ≤ C1Υ(τ−2 )

= C1Υ(τ+
1 ) ≤ C1Υ(τ−1 )

= C1Υ(0) ≤ w.

΄Ετσι, δουλεύοντας επαγωγικά µε τον ίδιο τρόπο, παίρνουµε

Tot.V ar.{u(t, ·)} ≤ w, ∀ t ≥ 0.

΄Αρα, ισχύει

Tot.V ar.{u(t, ·)} ≤ w
C1≥1

≤ C1w
(4.3.19)
≤ δ2.

Εφόσον δ2 ≤ δ1, ισχύει

Tot.V ar.{u(t, ·)} ≤ δ1, ∀ t ≥ 0.

Εποµένως, εξασφαλίζουµε το ϕράγµα που ϑέλαµε ούτως ώστε να µπορούµε
να επιλύνουµε οποιοδήποτε πρόβληµα Riemann το οποίο ορίζεται από τις
συγκρούσεις που προκύπτουν µέσα από τον αλγόριθµο µας. Με αυτόν τον
τρόπο, η προσεγγιστική λύση u ϑα µπορεί να επεκταθεί µετά από οποιαδήπο-
τε χρονική στιγµή κατά την οποία συγκρούονται δύο µέτωπα.

Βήµα 4: Φράγµα στον αριθµό των µετώπων.

Για να αποδείξουµε ότι ο συνολικός αριθµός των µετώπων παραµένει πε-
περασµένος, υπενθυµίζουµε ότι η ακριβής λύση Riemann χρησιµοποιείται
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όταν τα µεγέθη σ, σ′ των εισερχόµενων µετώπων ικανοποιούν |σσ′| ≥ ρ. Θα
δείξουµε ότι η ακριβής λύση Riemann µπορεί να χρησιµοποιηθεί πεπερα-
σµένες το πλήθος ϕορές.
΄Εστω ότι τη χρονική στιγµή τ γίνεται µια σύγκρουση και ότι το πρόβληµα
Riemann που προσδιορίζεται από τη συγκεκριµένη σύγκρουση ϑα λυθεί στα
πλαίσια της ακριβούς λύσης Riemann. ΄Εστω ότι ισχύει Tot.V ar.{u(0, ·)} ≤
δ3. Τότε ισχύει V (τ−) ≤ δ2 και άρα από την (4.3.15) ισχύει

Q(τ+)−Q(τ−) ≤ −|σσ
′|

2
.

Εφόσον, ϑα χρησιµοποιηθεί η ακριβής λύση Riemann έχουµε

|σσ′| ≥ ρ.

Εποµένως, ισχύει

Q(τ+)−Q(τ−) ≤ −ρ
2
, (4.3.21)

σε κάθε σύγκρουση όπου ϑα χρησιµοποιηθεί η ακριβής λύση Riemann.
΄Εστω τ−1 η χρονική στιγµή λίγο πριν να συµβεί η πρώτη σύγκρουση στην
οποία ϑα χρησιµοποιηθεί η ακριβής λύση Riemann.
Ισχύει ότι Q(0) ≥ Q(τ−1 ), διότι :

• Αν πριν τη χρονική στιγµή τ−1 δεν προηγήθηκε κάποια σύγκρουση
στην οποία χρησιµοποιήθηκε η απλοποιηµένη λύση Riemann, τότε
Q(0) = Q(τ−1 ) εφόσον µέχρι τη χρονική στιγµή τ−1 δεν έχει γίνει κάποια
σύγκρουση και δεν έχουν αλλάξει τα µέτωπα.

• Αν πριν τη χρονική στιγµή τ−1 προηγήθηκε τουλάχιστον µια σύγκρου-
ση στην οποία χρησιµοποιήθηκε η απλοποιηµένη λύση Riemann, τότε
ισχύει Q(0) > Q(τ−1 ), επειδή από τη (4.3.15) ισχύει : Q(τ+)−Q(τ−) ≤
− |σσ

′|
2

< 0, δηλαδή η ποσότητα Q µειώνεται διά µέσου οποιασδήποτε
σύγκρουσης.
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Από τη (4.3.21) ισχύει

Q(τ+
1 ) ≤ Q(τ−1 )− ρ

2
,

Q(τ+
1 ) ≤ Q(0)− ρ

2
. (4.3.22)

΄Εστω τ−2 η χρονική στιγµή λίγο πριν να συµβεί η δεύτερη σύγκρουση στην
οποία ϑα χρησιµοποιηθεί η ακριβής λύση Riemann.
΄Οµοια µε πριν, ισχύει ότι : Q(τ+

1 ) ≥ Q(τ−2 ).
Από τη (4.3.21) ισχύει

Q(τ+
2 ) ≤ Q(τ−2 )− ρ

2

≤ Q(τ+
1 )− ρ

2
(4.3.22)
≤ Q(0)− ρ

2
− ρ

2
.

Μέχρι στιγµής χρησιµοποιήσαµε δύο ϕορές την ακριβής λύση Riemann. Πα-
ϱατηρούµε ότι δεν µπορούµε να κάνουµε αυτή τη διαδικασία άπειρες ϕορές
γιατί ϑα αφαιρείται άπειρες ϕορές το ρ

2
από το Q(0) και έτσι σε κάποια χρο-

νική στιγµή η ποσότητα Q ϑα γίνει αρνητική, γεγονός που µας οδηγεί σε
άτοπο. Παρατηρούµε ότι εξ΄ ορισµού η Q είναι ϑετική ποσότητα. Εποµένως,
συµπεραίνουµε ότι η ακριβής λύση Riemann µπορεί να χρησιµοποιηθεί λι-
γότερο απόm = [2Q(0)

ρ
]+1 ϕορές, γιατί αν χρησιµοποιηθεί ακριβώς [2Q(0)

ρ
]+1

ϕορές, ϑα έχουµε

Q(τ+
m) < Q(0)− 2Q(0)

ρ

ρ

2

= Q(0)−Q(0) = 0.

Επειδή λοιπόν, καινούργια ϕυσικά µέτωπα δηµιουργούνται σε < [2Q(0)
ρ

] + 1

σηµεία σύγκρουσης, ο αριθµός των ϕυσικών µετώπων είναι πεπερασµένος.
Ακολούθως, εφόσον ένα καινούργιο αφύσικο µέτωπο παράγεται όταν δύο
ϕυσικά µέτωπα συγκρουστούν και δύο ϕυσικά µέτωπα µπορούν να διασταυ-
ϱωθούν µόνο µια ϕορά, έπεται ότι και ο αριθµός των αφύσικων µετώπων είναι
πεπερασµένος το πλήθος. Εποµένως, εάν ισχύει ότι Tot.V ar.{u(0, ·)} ≤ δ3,
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τότε ο συνολικός αριθµός όλων των µετώπων που προκύπτουν µέσα από τον
αλγόριθµο µας είναι πεπερασµένος το πλήθος. Επειδή και ο αριθµός των
αφύσικων µετώπων είναι πεπερασµένος, η απλοποιηµένη λύση Riemann ϑα
χρησιµοποιηθεί και αυτή πεπερασµένες το πλήθος ϕορές. ΄Αρα, ο αλγόριθµος
µας ϑα ολοκληρωθεί µετά από ένα πεπερασµένο αριθµό ϐηµάτων και έτσι ϑα
είναι καλά ορισµένος.

Στα πιο πάνω ϐήµατα 1-4 έχουµε αποδείξει ότι εάν Tot.V ar.{u(0, ·)} ≤ δ3,
τότε Tot.V ar.{u(t, ·)} ≤ δ1, ∀ t ≥ 0, και έτσι µπορούµε να επιλύνουµε οποιο-
δήποτε πρόβληµα Riemann προκύπτει από τις συγκρούσεις µετώπων µέσα
στον αλγόριθµο. Επιπρόσθετα, αποδείξαµε ότι ο αριθµός των µετώπων είναι
πεπερασµένος, γεγονός που καθιστά τον αλγόριθµο µας καλά ορισµένο. ΄Α-
ϱα, έχουµε δείξει ότι για οποιεσδήποτε τιµές δ, ρ, που ϑα προσδιοριστούν στη
συνέχεια, εάν ισχύει Tot.V ar.{u(0, ·)} ≤ δ3, τότε µπορεί να κατασκευαστεί
µια προσεγγιστική front tracking λύση u που ϑα είναι ορισµένη ∀ t ≥ 0.

Υπενθυµίζουµε ότι στο Θεώρηµα 4.3 υποθέτουµε ότι έχουµε µια αρχική
συνθήκη ū ∈ L1 που ικανοποιεί Tot.V ar.{ū} ≤ δ0. Στον αλγόριθµο µας επι-
λέγουµε ως αρχική συνθήκη την τµηµατικά σταθερή u(0, ·) που προσεγγίζει
την αρχική συνθήκη ū και για την οποία ισχύει

Tot.V ar.{u(0, ·)} ≤ Tot.V ar.{ū} ≤ δ0.

΄Ετσι, διαλέγουµε δ0 > 0 αρκετά µικρό ώστε δ0 ≤ δ3 και ούτως ώστε να ισχύει

Tot.V ar.{u(0, ·)} ≤ Tot.V ar.{ū} ≤ δ0 ≤ δ3

και εποµένως να ισχύουν τα πιο πάνω αποτελέσµατα.
Στα επόµενα δύο ϐήµατα ϑα δείξουµε ότι, εάν Tot.V ar.{ū} ≤ δ0, για

οποιοδήποτε δοσµένο ε > 0, εάν στην αρχή του αλγόριθµου επιλεγούν ι-
κανοποιητικά µικρές οι παραµέτροι δ, ρ (λαµβάνοντας υπόψη κάθε ϕορά
το αντίστοιχο ε), τότε το µέγεθος του κάθε µετώπου αραίωσης ϑα ικανοποιεί
σa ∈ (0, ε] και το συνολικό µέγεθος των αφύσικων µετώπων ϑα είναι ≤ ε. Ως
αποτέλεσµα, η προσεγγιστική front tracking λύση u που κατασκευάστηκε µε
τον αλγόριθµο µας, ϑα είναι µια ε-προσεγγιστική front tracking λύση. Αυτά
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ϑα είναι τα επόµενα δύο ϐήµατα που ϑα ολοκληρώσουν την απόδειξη του
Θεωρήµατος 4.3.

Βήµα 5: Το µέγεθος κάθε µετώπου αραίωσης είναι µικρό.

Ο στόχος µας σε αυτό το ϐήµα είναι να δείξουµε ότι για µια σταθερά C2,
το µέγεθος κάθε µετώπου αραίωσης ικανοποιεί :

|σa| ≤ C2δ, a ∈ R. (4.3.23)

Αν καταφέρουµε να εξασφαλίσουµε ένα τέτοιο ϕράγµα, τότε για οποιοδήποτε
ε > 0 ϑα διαλεγούµε το δ αρκετά µικρό τέτοιο ώστε να ισχύει

|σa| ≤ C2δ ≤ ε.

΄Ετσι, ϑα έχουµε ότι κάθε µέτωπο αραίωσης ϑα έχει µέγεθος σa ∈ (0, ε] όπως
ακριβώς απαιτείται στον ορισµό της ε-προσεγγιστικής front tracking λύσης.

΄Εστω ότι τη χρονική στιγµή t0 δηµιουργείται ένα καινούργιο µέτωπο αρα-
ίωσης. Με την έννοια καινούργιο εννοούµε ότι δεν συµµετείχε κάποιο µέτωπο
αραίωσης της ίδιας οικογένειας στη σύγκρουση από την οποία προέκυψε. Εκ
κατασκευής, γνωρίζουµε ότι ισχύει σa(t0) ∈ (0, δ]. Ας δούµε πως αλλάζει το
µέγεθος ενός καινούργιου µετώπου αραίωσης σε µεταγενέστερους χρόνους,
µέσα από τα διάφορα είδη σύγκρουσης που µπορεί να προκύψουν.

• ∆ύο µέτωπα αραίωσης της ίδιας οικογένειας µεγέθους σ, σ′ όταν συγ-
κρουστούν απλά ενώνονται και έτσι το µοναδικό εξερχόµενο µέτωπο
είναι ένα µέτωπο αραίωσης της ίδιας οικογένειας µεγέθους σ+σ′ < 2δ.

• ΄Εστω τώρα ένα µέτωπο αραίωσης µεγέθους σ > 0, συγκρούεται µε
ένα κρουστικό κύµα µεγέθους σ′ < 0 της ίδιας οικογένειας και χρη-
σιµοποιούµε την ακριβής λύση Riemann. Τότε από το Λήµµα 4.4, το
µέγεθος σi του εξερχόµενου µετώπου της i-οικογένειας ϑα ικανοποιεί :
|σi−σ−σ′| = O(1)|σσ′|. Εφόσον |σσ′| είναι πολύ µικρή ποσότητα, το σi
ϑα είναι σχεδόν ίσο µε το σ+σ′ και αφού σ′ < 0, ϑα ισχύει σi < σ. ΄Αρα
αν σi > 0, το εξερχόµενο µέτωπο της i-οικογένειας ϑα είναι ένα µέτωπο
αραίωσης (δεν διασπάται σε πολλά µέτωπα αραίωσης λόγω της αρχής
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(P)) µε σi < σ και έτσι το µέγεθος του εισερχόµενου µετώπου αραίωσης
µειώνεται µέσα από τη σύγκρουση. Αν σi < 0, το εξερχόµενο µέτωπο
της i-οικογένειας ϑα είναι κρουστικό κύµα και έτσι το µέγεθος του ει-
σερχόµενου µετώπου αραίωσης ϑα µηδενιστεί µετά από τη σύγκρουση.
΄Εστω τώρα ότι ένα µέτωπο αραίωσης µεγέθους σ > 0, συγκρούεται µε
ένα κρουστικό κύµα µεγέθους σ′ < 0 της ίδιας οικογένειας και χρη-
σιµοποιούµε την απλοποιηµένη λύση Riemann. Εκ κατασκευής, ϑα
έχουµε µόνο ένα εξερχόµενο ϕυσικό µέτωπο το οποίο ϑα έχει µέγεθος
σ+ σ′, όπου ισχύει ότι σ+ σ′ < σ. Αν σ+ σ′ > 0, τότε ϑα πάρουµε µία
ϐεντάλια αραίωσης όπου τα µέτωπα αραίωσης που ϑα την αποτελούν
ϑα έχουν µικρότερο µέγεθος από το σ.

• ΄Εστω τώρα ένα µέτωπο αραίωσης µεγέθους σ > 0 συγκρούεται µε ένα
αφύσικο µέτωπο. Τότε εκ κατασκευής, το µέγεθος του εξερχόµενου
µετώπου αραίωσης παραµένει το ίδιο.

Τώρα ϑα εξετάσουµε πως το αρχικό µέγεθος ενός µετώπου αραίωσης µπορεί
να µεταβληθεί όταν συγκρουστεί µε µέτωπα διαφορετικής οικογένειας. Θα
παρατηρήσουµε ότι σε τέτοιες περιπτώσεις είναι δυνατόν να αυξηθεί το αρχι-
κό µέγεθος του µετώπου αραίωσης. Για να µπορούµε να αναφερόµαστε στο
µέγεθος του µετώπου αραίωσης οποιαδήποτε χρονική στιγµή, σηµειώνουµε
σa(t) όπου t > t0 και t0 η χρονική στιγµή δηµιουργίας του µετώπου αραίω-
σης.

Θεωρούµε τη ποσότητα:

Va(t) =
∑
β∈A(a)

|σβ|,

όπου η άθροιση είναι περιορισµένη στο σύνολο A(a) το οποίο περιλαµβάνει
όλα τα µέτωπα που προσεγγίζουν το σa.

΄Εστω τ ένας χρόνος σύγκρουσης, έτσι ώστε τ > t0.
Περίπτωση 1: Το µέτωπο αραίωσης σa δεν συµµετέχει στη σύγκρουση.
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Τότε ισχύει

∆σa(τ) = σa(τ
+)− σa(τ−) = 0, (4.3.24)

εφόσον το µέτωπο αραίωσης σa δεν συµµετέχει στη σύγκρουση και έτσι το
µέγεθος του δεν αλλάζει διά µέσου της συγκεκριµένης σύγκρουσης. Επίσης,
έχουµε

∆Va(τ) + C0∆Q(τ) = Va(τ
+)− Va(τ−) + C0

(
Q(τ+)−Q(τ−)

)
.

Σύµφωνα µε τις εκτιµήσεις (4.3.1)-(4.3.4) έπεται ότι Va(τ+) − Va(τ
−) =

O(1)|σσ′|. Επιπρόσθετα, εφόσον υποθέτουµε ότι Tot.V ar.{u(0, ·)} ≤ δ0, τότε
ϑα ισχύει ότι Tot.V ar.{u(0, ·)} ≤ δ3 και εποµένως V (τ−) ≤ δ2 και έτσι ϑα
ισχύει Q(τ+)−Q(τ−) ≤ − |σσ

′|
2

. ΄Ετσι, όπως έχουµε δει επιλέγουµε ικανοποι-
ητικά µεγάλη τη σταθερά C0 τέτοια ώστε να ισχύει

∆Υa(τ) = ∆Va(τ) + C0∆Q(τ) ≤ 0. (4.3.25)

Περίπτωση 2: Τη χρονική στιγµή τ το µέτωπο αραίωσης σa συγκρούεται µε
ένα µέτωπο διαφορετικής οικογένειας, µεγέθους |σβ|. Επειδή σa(τ−), σa(τ+)

έχουν το ίδιο πρόσηµο και είναι της ίδιας οικογένειας, τότε τα µέτωπα σγ (που
δεν συµµετέχουν στη σύγκρουση) τα οποία προσεγγίζουν το σa(τ−) πριν τη
χρονική στιγµή τ είναι τα ίδια µέτωπα τα οποία προσεγγίζουν το σa(τ+) µετά
τη χρονική στιγµή τ . Εποµένως, έχουµε ότι

∆Va(τ) = Va(τ
+)− Va(τ−)

=
∑
γ∈A(a)

|σγ| −

 ∑
γ∈A(a)

|σγ|+ |σβ|


= −|σβ|. (4.3.26)

Επίσης, όπως προηγουµένως, εφόσον υποθέσαµε ότι Tot.V ar{u(0, ·)} ≤ δ0,
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συνεπάγεται ότι V (τ−) ≤ δ2 και άρα ισχύει

∆Q(τ) = Q(τ+)−Q(τ−) ≤ −|σa(τ
−)σβ|
2

,

εφόσον στη προκειµένη σύγκρουση τα εισερχόµενα µέτωπα είναι τα σa(τ−),
σβ. ΄Αρα ισχύει

∆Q(τ) < 0. (4.3.27)

Ακόµη, εφόσον από τη (4.3.14) ισχύει ότι V (τ+)−V (τ−) = O(1)|σa(τ−)||σβ|,
τότε για κάποια σταθερά C3 > 0 ισχύει

∆σa(τ) = σa(τ
+)− σa(τ−) ≤ C3|σa(τ−)||σβ|. (4.3.28)

Χρησιµοποιώντας τις (4.3.24)-(4.3.28) ϑα δείξουµε ότι η απεικόνιση:

t 7→ σa(t)e
C3(Va(t)+C0Q(t)) (4.3.29)

είναι µη αύξουσα. ΄Εστω Υa(t) = (Va(t) + C0Q(t)).
΄Εχουµε ότι

σa(t
+)eC3Υa(t+) − σa(t−)eC3Υa(t−) = σa(t

+)eC3Υa(t+)

− σa(t−)eC3Υa(t+) + σa(t
−)eC3Υa(t+) − σa(t−)eC3Υa(t−)

=
(
σa(t

+)− σa(t−)
)
eC3Υa(t+) + σa(t

−)
[
eC3Υa(t+) − eC3Υa(t−)

]
= ∆σa(t)e

C3Υa(t+) + σa(t
−)eC3Υa(t+)

[
1− eC3Υa(t−)−C3Υa(t+)

]
= ∆σa(t)e

C3Υa(t+) + σa(t
−)eC3Υa(t+)

[
1− e−C3∆Υa(t)

]
(4.3.30)

Στη Περίπτωση 1, αντικαθιστούµε τη σχέση (4.3.24) στην (4.3.30) και έχουµε

σa(t
+)eC3Υa(t+) − σa(t−)eC3Υa(t−) = σa(t

−)eC3Υa(t+)
[
1− e−C3∆Υa(t)

]
,

Ισχύει ότι σa(t−) > 0 και από τη σχέση (4.3.25) έπεται ότι 1− e−C3∆Υa(t) ≤ 0,
εφόσον C3 > 0.
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Εποµένως, ισχύει

σa(t
+)eC3Υa(t+) − σa(t−)eC3Υa(t−) ≤ 0.

Αντίστοιχα στη Περίπτωση 2, εφόσον από τις (4.3.26), (4.3.27) και (4.3.28)
ισχύει

∆Va(t) = −|σβ|, ∆Q(t) < 0 και ∆σa(t) ≤ C3|σa(t−)||σβ|,

άρα έχουµε ότι

∆Υa(t) = ∆Va(t) + C0∆Q(t)

= −|σβ|+ C0∆Q(t)

< −|σβ|.

Εποµένως ισχύει

1− e−C3∆Υa(t) < 1− eC3|σβ |. (4.3.31)

Εφόσον, ισχύει

1− ex ≤ −x, ∀x ≥ 0,

η (4.3.31) γράφεται

1− e−C3∆Υa(t) < 1− eC3|σβ | ≤ −C3|σβ|.

Αντικαθιστώντας τις πιο πάνω εκτιµήσεις στην (4.3.30) έχουµε

σa(t
+)eC3Υa(t+)−σa(t−)eC3Υa(t−) < C3|σa(t−)||σβ|eC3Υa(t+)

+ σa(t
−)eC3Υa(t+) (−C3|σβ|) = 0.

΄Αρα ισχύει

σa(t
+)eC3Υa(t+) − σa(t−)eC3Υa(t−) < 0.
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Εποµένως, πράγµατι η απεικόνιση:

t 7→ σa(t)e
C3(Va(t)+C0Q(t)),

είναι µη αύξουσα. ΄Ετσι, κατά συνέπεια ∀ t > t0, έχουµε

σa(t) ≤ σa(t)e
C3[Va(t)+C0Q(t)]

≤ σa(t0)eC3[Va(t0)+C0Q(t0)]

≤ δeC3[Va(t0)+C0Q(t0)]. (4.3.32)

Εφόσον, ισχύει ότι Va(t0) ≤ V (t0), αφού Va(t0) =
∑

β∈A(a) |σβ| είναι το άθροι-
σµα όλων των µεγεθών των µετώπων σε χρόνο t0 που προσεγγίζουν το σa στο
µέλλον, από τη (4.3.32) έχουµε

σa(t) ≤ δeC3[V (t0)+C0Q(t0)]

= δeC3Υ(t0).

΄Εχουµε ήδη αποδείξει ότι εάν Tot.V ar.{u(0, ·)} ≤ δ0 ≤ δ3, τότε ισχύει ότι
Tot.V ar.{u(t, ·)} ≤ δ2,∀ t ≥ 0 και εποµένως ισχύει ότι V (τ−) ≤ δ2. Κατά
συνέπεια, η ποσότητα Υ µειώνεται διά µέσου οποιασδήποτε σύγκρουσης και
έτσι έχουµε

σa(t) ≤ δeC3Υ(t0) ≤ δeC3Υ(0)

= δeC3[V (0)+C0Q(0)].

Από τις σχέσεις (4.3.16), (4.3.17) έχουµε

σa(t) ≤ δeC3[V (0)+C0Q(0)]

≤ δeC3[V (0)+C0V 2(0)]

≤ δeC3[C1Tot.V ar.{u(0,·)}+C0(C1Tot.V ar.{u(0,·)})2]

≤ δeC3[C1δ3+C0(C1δ3)2].

Εφόσον, από τη σχέση (4.3.18) ισχύει ότι C2
1δ3 + C0C

3
1δ

2
3 ≤ δ2 και C1 ≥ 1,
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τότε προκύπτει ότι C1δ3 + C0C
2
1δ

2
3 ≤ δ2. ΄Αρα έχουµε

σa(t) ≤ δeC3δ2 = C2δ, όπουC2 = eC3δ2 .

΄Ετσι, εξασφαλίζοντας το ϕράγµα που αναζητήσαµε ϑα µπορούµε για οποιο-
δήποτε ε > 0 να επιλέγουµε ικανοποιητικά µικρό δ στην αρχή του αλγορίθ-
µου, τέτοιο ώστε C2δ ≤ ε και εποµένως να ισχύει ότι σa(t) ≤ ε, ∀ t > t0.

Βήµα 6: Το συνολικό µέγεθος όλων των αφύσικων µετώπων είναι µι-

κρό.

Αρχικά, ϑα δείξουµε ότι για κάποια σταθεράC4 το µέγεθος κάθε αφύσικου
µετώπου ικανοποιεί :

|σa| ≤ C4ρ, a ∈ NP. (4.3.33)

΄Οπως έχουµε δει, ένα καινούργιο αφύσικο µέτωπο δηµιουργείται τη χρονική
στιγµή t0 από τη σύγκρουση δύο ϕυσικών µετώπων, όταν το γινόµενο των
µεγεθών τους ικανοποιεί |σσ′| < ρ. Εκ κατασκευής, το αφύσικο µέτωπο
συνδέει τις τιµές ūr, ur και από τη (4.3.3) ικανοποιεί

|ūr − ur| = O(1)|σσ′|.

Εποµένως, το αρχικό µέγεθος του αφύσικου µετώπου είναι

σa(t0) = O(1)|σσ′| = O(1)ρ.

΄Αρα, ισχύει

σa(t0) ≤ C ρ, (4.3.34)

για κάποια σταθερά C.
Το αρχικό µέγεθος του αφύσικου µετώπου µπορεί να αυξηθεί σε µεταγενέστε-
ϱους χρόνους µέσα από συγκρούσεις µε άλλα µέτωπα. Για να µπορούµε να
αναφερόµαστε στο µέγεθος του αφύσικου µετώπου για οποιαδήποτε στιγµή
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t > t0 ϑεωρούµε σa(t), µε a ∈ NP. Θεωρούµε ξανά τη ποσότητα:

Va(t) =
∑
β∈A(a)

|σβ|,

όπου η άθροιση είναι περιορισµένη στο σύνολο A(a) το οποίο περιέχει όλα
τα µέτωπα που προσεγγίζουν το σa.
΄Εστω ότι τη χρονική στιγµή τ > t0 γίνεται µια σύγκρουση.

Περίπτωση 1: Η σύγκρουση δεν περιέχει το αφύσικο µέτωπο σa.
΄Οµοια µε προηγουµένως στο Βήµα 5, ισχύει

∆σa(τ) = 0 και ∆Va(τ) + C0∆Q(τ) ≤ 0.

Περίπτωση 2: Τη χρονική στιγµή τ , το αφύσικο µέτωπο σa συγκρούεται µε
ένα ϕυσικό µέτωπο |σβ|.
΄Οµοια µε προηγουµένως στο Βήµα 5, ισχύει

∆Va(τ) = −|σβ|, ∆Q(τ) < 0 και ∆σa(τ) ≤ C3|σa(τ−)||σβ|.

Εποµένως, όπως και στο Βήµα 5, η απεικόνιση:

t 7→ σa(t)e
C3(Va(t)+C0Q(t)),

είναι µη αύξουσα. ΄Ετσι, κατά συνέπεια ∀ t > t0, έχουµε

σa(t) ≤ σa(t)e
C3[Va(t)+C0Q(t)]

≤ σa(t0)eC3[Va(t0)+C0Q(t0)]

(4.3.34)
≤ C ρ eC3[Va(t0)+C0Q(t0)]

≤ C ρeC3[V (t0)+C0Q(t0)]

= C ρeC3Υ(t0)

≤ C ρeC3Υ(0)

= C ρeC3[V (0)+C0Q(0)].
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Χρησιµοποιώντας τις σχέσεις (4.3.17), (4.3.16), έχουµε

σa(t) ≤ C ρeC3[V (0)+C0Q(0)]

≤ C ρeC3[V (0)+C0V 2(0)]

≤ C ρeC3[C1Tot.V ar{u(0,·)}+C0(C1Tot.V ar{u(0,·)})2]

≤ C ρeC3[C1δ3+C0(C1δ3)2]

≤ C ρeC3δ2 .

΄Αρα, ισχύει

σa(t) ≤ C4ρ, µεC4 = CeC3δ2 .

΄Ετσι εξασφαλίζουµε το ϕράγµα (4.3.33) που αναζητήσαµε.

Στη συνέχεια, συνδέουµε κάθε µέτωπο µε ένα ακέραιο αριθµό ο οποίος µε-
τρά πόσες συγκρούσεις χρειάστηκαν για να παραχθεί το αντίστοιχο µέτωπο.
Τον αριθµό αυτόν ϑα τον ονοµάσουµε τάξη γενεάς του µετώπου και ορίζεται
επαγωγικά ως ακολούθως:

• ΄Ολα τα µέτωπα που παράγονται από τα προβλήµατα Riemann τη χρο-
νική στιγµή t = 0 έχουν τάξη γενεάς k = 1.

• ΄Εστω ότι δύο εισερχόµενα µέτωπα συγκρούονται και έστω ότι ανήκουν
στις οικογένειες i, i′ ∈ {1, . . . , n+ 1} µε τάξη γενεάς k, k′ αντίστοιχα.
Τότε οι σειρές γενεών των εξερχόµενων µετώπων ορίζονται ως ακολο-
ύθως:

Περίπτωση 1: Εάν i 6= i′, τότε :

1. Το εξερχόµενο µέτωπο της i-οικογένειας και το εξερχόµενο µέτωπο της
i΄-οικογένειας, έχουν αντίστοιχα την ίδια τάξη γενεάς k, k′ µε τα εισερ-
χόµενα.
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2. Τα εξερχόµενα µέτωπα οποιασδήποτε άλλης οικογένειας j 6= i, i′, έχουν
τάξη γενεάς max{k, k′}+ 1.

Περίπτωση 2: Εάν i = i′, τότε :

1. Το εξερχόµενο µέτωπο της i-οικογένειας έχει τάξη γενεάς min{k, k′}.

2. Τα εξερχόµενα µέτωπα οποιασδήποτε άλλης οικογένειας j 6= i, έχουν
τάξη γενεάς max{k, k′}+ 1.

Σχήµα 4.9. Τάξη γενεάς κάθε µετώπου

Για k ≥ 1, ονοµάζουµε Vk(t) το άθροισµα τη χρονική στιγµή t των µεγεθών
των µετώπων που έχουν τάξη γενεάς ≥ k, δηλαδή

Vk(t) =
∑
ka≥k

|σa|.

Θέλουµε να εξασφαλίσουµε ένα ϕράγµα για το Vk(t).
Αρχικά, ορίζουµε :

Qk(t) =
∑

max{ka,kβ}≥k

|σaσβ|,

όπου η άθροιση περιορίζεται σε όλα τα Ϲεύγη (a, β) στη u(t, ·) που έχουν
πιθανότητα να συγκρουστούν στο µέλλον και έχουν τάξη γενεάς ka, kβ µε
max{ka, kβ} ≥ k. ∆ηλαδή, τουλάχιστον ένα από τα δύο µέτωπα που έχουν
πιθανότητα να συγκρουστούν στο µέλλον έχει τάξη γενεάς ≥ k.
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Επιπρόσθετα, καλούµε Ik το σύνολο των χρονικών στιγµών κατά τις οπο-
ίες δύο µέτωπα συγκρούονται, µε τάξη γενεάς ka, kβ και max{ka, kβ} = k.
∆ηλαδή, ένα από τα εισερχόµενα µέτωπα έχει τάξη γενεάς k και το άλλο έχει
τάξη γενεάς ≤ k.

Σε πρώτο στάδιο, ϑα ελέγξουµε τη µεταβολή ∆Vk(t) σε χρονικές στιγµές
κατά τις οποίες γίνεται µια σύγκρουση, αφού αν τη χρονική στιγµή t δεν
γίνεται κάποια σύγκρουση, τετριµµένα ισχύει ότι ∆Vk(t) = Vk(t

+)−Vk(t−) =

0, εφόσον δεν αλλάζουν τα µέτωπα. Τότε ισχύει

∆Vk(t) = Vk(t
+)− Vk(t−) = 0, t ∈ I1 ∪ · · · ∪ Ik−2, (4.3.35)

διότι οι συγκρούσεις που γίνονται σε τέτοιες χρονικές στιγµές περιέχουν εισερ-
χόµενα µέτωπα τα οποία και τα δύο έχουν τάξη γενεάς≤ k−2. ΄Ετσι, επειδή εξ΄
ορισµού η τάξη γενεάς των εξερχόµενων µετώπων αυξάνεται το πολύ κατά ένα
σε σχέση µε τη τάξη γενεάς των εισερχόµενων, οι συγκρούσεις που συµβαίνουν
τις χρονικές στιγµές I1 ∪ · · · ∪ Ik−2 έχουν εξερχόµενα µέτωπα µε τάξη γενεάς
≤ k − 1. Εποµένως, αφού Vk(t) αθροίζει όλα τα µέτωπα τη χρονική στιγµή t
που έχουν τάξη γενεάς ≥ k, έχουµε ότι ∆Vk(t) = Vk(t

+)−Vk(t−) = 0−0 = 0.
Επίσης, ισχύει

∆Vk(t) + C0∆Qk−1(t) ≤ 0, t ∈ Ik−1 ∪ Ik ∪ · · · , (4.3.36)

όπου οι συγκρούσεις που γίνονται σε τέτοιες χρονικές στιγµές περιέχουν
εισερχόµενα µέτωπα που τουλάχιστον το ένα από τα δύο έχει τάξη γενεάς
≥ k− 1. Θα αποδείξουµε τη (4.3.36) για τη περίπτωση που χρησιµοποιούµε
την ακριβής λύση Riemann και τα εισερχόµενα µέτωπα σ′i,σ′j ανήκουν στις
οικογένειες i, j µε i 6= j. ΄Εστω σ1, . . . σn τα εξερχόµενα µέτωπα. Για τις άλλες
περιπτώσεις ακολουθείται η ίδια διαδικασία.

• ΄Εστω ότι το σ′i έχει τάξη γενεάς k − 1 και το σ′j τάξη γενεάς ≤ k − 1.
Τότε γνωρίζουµε ότι το σi έχει τάξη γενεάς k − 1, το σj τάξη γενεάς
≤ k − 1 και τα εξερχόµενα µέτωπα των άλλων οικογενειών έχουν τάξη
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γενεάς k. Εποµένως, από τη σχέση (4.3.1) ισχύει

∆Vk(t) = Vk(t
+)− Vk(t−) =

∑
a6=i,j

|σa|

= O(1)|σ′iσ′j|.

• ΄Εστω ότι το σ′i έχει τάξη γενεάς ≥ k και το σ′j τάξη γενεάς ≤ k − 1.
Τότε γνωρίζουµε ότι το σi έχει τάξη γενεάς ≥ k, το σj τάξη γενεάς
≤ k − 1 και τα εξερχόµενα µέτωπα των άλλων οικογενειών έχουν τάξη
γενεάς ≥ k. Εποµένως, ισχύει

∆Vk(t) = Vk(t
+)− Vk(t−) =

∑
a6=i,j

|σa|+ |σi| − |σ′i|

≤
∑
a6=i,j

|σa|+ |σi − σ′i|

(4.3.1)
= O(1)|σ′iσ′j|.

• ΄Εστω ότι το σ′i έχει τάξη γενεάς ≥ k και το σ′j τάξη γενεάς ≥ k.
Τότε γνωρίζουµε ότι το σi έχει τάξη γενεάς ≥ k, το σj τάξη γενεάς ≥ k

και τα εξερχόµενα µέτωπα των άλλων οικογενειών έχουν τάξη γενεάς
≥ k. Εποµένως, ισχύει

∆Vk(t) = Vk(t
+)− Vk(t−) =

∑
a6=i,j

|σa|+ |σi| − |σ′i|+ |σj| − |σ′j|

≤
∑
a6=i,j

|σa|+ |σi − σ′i|+ |σj − σ′j|

(4.3.1)
= O(1)|σ′iσ′j|.

΄Αρα ισχύει ότι ∆Vk(t) = O(1)|σ′iσ′j|, για t ∈ Ik−1 ∪ Ik ∪ · · · .
Αφότου εργαστούµε µε τον ίδιο τρόπο όπως εργαστήκαµε για να εξασφα-
λίσουµε την (4.3.15), παίρνουµε

∆Qk−1(t) ≤ −
|σ′iσ′j|

2
για t ∈ Ik−1 ∪ Ik ∪ · · ·
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και έτσι για µεγάλη σταθερά C0 > 0, ισχύει η (4.3.36):

∆Vk(t) + C0∆Qk−1(t) ≤ 0, t ∈ Ik−1 ∪ Ik ∪ · · · .

∆ουλεύοντας µε τον ίδιο τρόπο µπορούµε να αντλήσουµε τις πιο κάτω σχέσεις :

∆Qk(t) + C0∆Q(t)Vk(t
−) ≤ 0, t ∈ I1 ∪ · · · ∪ Ik−2, (4.3.37)

∆Qk(t) + C0∆Qk−1(t)V (t−) ≤ 0, t ∈ Ik−1, (4.3.38)

∆Qk(t) ≤ 0, t ∈ Ik ∪ Ik+1 ∪ · · · . (4.3.39)

Παρακάτω, σηµειώνουµε µε [s]+ και [s]− το ϑετικό και το αρνητικό µέρος
αντίστοιχα ενός πραγµατικού αριθµού s.
Για παράδειγµα:

[5]+ = max{5, 0} = 5, [5]− = max{−5, 0} = 0,

[−5]+ = max{−5, 0} = 0, [−5]− = max{−(−5), 0} = 5.

Επίσης, παρατηρούµε ότι V1 = V και Q1 = Q, εφόσον όλα τα µέτωπα έχουν
τάξη γενεάς ≥ 1. Επιπρόσθετα, παρατηρούµε ότι εάν k ≥ 2, ισχύει ότι
Vk(0

+) = Qk(0
+) = 0, εφόσον µέχρι τη χρονική στιγµή t = 0+ δεν έχει προη-

γηθεί κάποια σύγκρουση και εποµένως όλα τα µέτωπα έχουν τάξη γενεάς 1.
Εάν k ≥ 2, τότε ισχύει

Vk(t) =
∑

0≤τ≤t

{
[∆Vk(τ)]+ − [∆Vk(τ)]−

}
, (4.3.40)

όπου η άθροιση περιορίζεται σε χρόνους ≤ t κατά τους οποίους γίνεται µια
σύγκρουση. Αν τη χρονική στιγµή τ δεν γίνεται κάποια σύγκρουση, τετριµ-
µένα ισχύει ∆Vk(τ) = 0.

Λο
ϊζο
ς Κ
οσ
μά
ς



110 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4. ΤΟ ΠΡ΄ΟΒΛΗΜΑ ΤΟΥ CAUCHY ΓΙΑ ΣΥΣΤ΄ΗΜΑΤΑ

Οπότε εάν k ≥ 2, τότε ισχύει

Vk(t) =
∑

0≤τ≤t

{
[∆Vk(τ)]+ − [∆Vk(τ)]−

}
[∆Vk(τ)]−≥0

≤
∑

0≤τ≤t

[∆Vk(τ)]+

=
∑

0≤τ≤t,τ∈I1∪···∪Ik−2

[∆Vk(τ)]+ +
∑

0≤τ≤t,τ∈Ik−1∪Ik∪···

[∆Vk(τ)]+

(4.3.35)
=

∑
0≤τ≤t,τ∈Ik−1∪Ik∪···

[∆Vk(τ)]+ .

Από τη (4.3.36), γνωρίζουµε ότι :

∆Vk(τ) ≤ −C0∆Qk−1(τ), για τ ∈ Ik−1 ∪ Ik ∪ · · · .

΄Αρα, ισχύει

[∆Vk(τ)]+ ≤ [−C0∆Qk−1(τ)]+ = [C0∆Qk−1(τ)]− ,

για τ ∈ Ik−1 ∪ Ik ∪ · · · .
Εποµένως, έχουµε

Vk(t) ≤
∑

0≤τ≤t,τ∈Ik−1∪Ik∪···

[∆Vk(τ)]+

≤
∑

0≤τ≤t,τ∈Ik−1∪Ik∪···

[C0∆Qk−1(τ)]−

C0>0
= C0

∑
0≤τ≤t,τ∈Ik−1∪Ik∪···

[∆Qk−1(τ)]− .

΄Αρα, ισχύει

Vk(t) ≤ C0

∑
0≤τ≤t,τ∈Ik−1∪Ik∪···

[∆Qk−1(τ)]− , ∀ t > 0 και ∀ k ≥ 2. (4.3.41)
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΄Οµοια µε προηγουµένως, εάν k ≥ 2, ισχύει

Qk(t) =
∑

0≤τ≤t

{
[∆Qk(τ)]+ − [∆Qk(τ)]−

}
[∆Qk(τ)]−≥0

≤
∑

0≤τ≤t

[∆Qk(τ)]+

=
∑

0≤τ≤t,τ∈I1∪···∪Ik−2

[∆Qk(τ)]+ +
∑

0≤τ≤t,τ∈Ik−1

[∆Qk(τ)]+

+
∑

0≤τ≤t,τ∈Ik∪Ik+1∪···

[∆Qk(τ)]+ .

Από τη (4.3.37), γνωρίζουµε ότι

∆Qk(τ) ≤ −C0∆Q(τ)Vk(τ
−), για τ ∈ I1 ∪ · · · ∪ Ik−2.

΄Αρα, ισχύει

[∆Qk(τ)]+ ≤
[
−C0∆Q(τ)Vk(τ

−)
]

+
=
[
C0∆Q(τ)Vk(τ

−)
]
− ,

για τ ∈ I1 ∪ · · · ∪ Ik−2.
Επίσης, από τη (4.3.38) γνωρίζουµε ότι

∆Qk(τ) ≤ −C0∆Qk−1(τ)V (τ−), για τ ∈ Ik−1.

΄Αρα, ισχύει

[∆Qk(τ)]+ ≤
[
−C0∆Qk−1(τ)V (τ−)

]
+

=
[
C0∆Qk−1(τ)V (τ−)

]
− ,

για τ ∈ Ik−1.
Επιπρόσθετα, από τη (4.3.39) γνωρίζουµε ότι

∆Qk(τ) ≤ 0, για τ ∈ Ik ∪ Ik+1 ∪ · · · .
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΄Αρα, ισχύει

[∆Qk(τ)]+ = 0, για τ ∈ Ik ∪ Ik+1 ∪ · · · .

Εποµένως, έχουµε∑
0≤τ≤t

[∆Qk(τ)]+ ≤
∑

0≤τ≤t,τ∈I1∪···∪Ik−2

[
C0∆Q(τ)Vk(τ

−)
]
−

+
∑

0≤τ≤t,τ∈Ik−1

[
C0∆Qk−1(τ)V (τ−)

]
−

≤
∑

0≤τ≤t

[
C0∆Q(τ)Vk(τ

−)
]
− +

∑
0≤τ≤t

[
C0∆Qk−1(τ)V (τ−)

]
−

= C0

∑
0≤τ≤t

{
[∆Q(τ)]− Vk(τ

−)
}

+ C0

∑
0≤τ≤t

{
[∆Qk−1(τ)]− V (τ−)

}
≤ C0

∑
0≤τ≤t

{
[∆Q(τ)]−

}
sup
t>0

Vk(t) + C0

∑
0≤τ≤t

{
[∆Qk−1(τ)]−

}
sup
t>0

V (t),

∀ t > 0, k ≥ 2. (4.3.42)

Επιπλέον, ισχύει

0 ≤ Qk(t) =
∑

0≤τ≤t

{
[∆Qk(τ)]+ − [∆Qk(τ)]−

}
.

΄Αρα, ισχύει ∑
0≤τ≤t

[∆Qk(τ)]− ≤
∑

0≤τ≤t

[∆Qk(τ)]+ . (4.3.43)

Επίσης, υπενθυµίζουµε ότι πήραµε Tot.V ar{u(0, ·)} ≤ δ3, όπου δ3 > 0

τόσο µικρό ώστε να ισχύει ότι V (τ−) ≤ δ2, όπου τ− η χρονική στιγµή πριν
οποιαδήποτε σύγκρουση. ΄Ετσι, ισχύει ότι η ποσότητα Υ µειώνεται διά µέσου
οποιασδήποτε σύγκρουσης. Εποµένως, έχουµε

Vk(t) ≤ V (t) ≤ Υ(t) ≤ Υ(0). (4.3.44)

Επίσης, επειδή για οποιοδήποτε χρόνο σύγκρουσης τ ισχύει ότι V (τ−) ≤
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δ2, τότε ∆Q(τ) = Q(τ+) − Q(τ−) ≤ − |σσ
′|

2
< 0. Εποµένως, έστω ότι στον

αλγόριθµο µας γίνονται n συγκρούσεις, τότε έχουµε

Q(τ+
n ) = Q(0)−

∑
0≤τ≤∞

[∆Q(τ)]− .

Αφού σίγουρα Q(τ+
n ) ≥ 0, έχουµε

0 ≤ Q(τ+
n ) = Q(0)−

∑
0≤τ≤∞

[∆Q(τ)]− .

΄Αρα, ισχύει ∑
0≤τ≤∞

[∆Q(τ)]− ≤ Q(0) ≤ Υ(0). (4.3.45)

Καλούµε

Q̃k =
∑
t>0

[∆Qk(t)]+ και Ṽk = sup
t>0

Vk(t). (4.3.46)

.
Από τις σχέσεις (4.3.41) και (4.3.43) έχουµε

Vk(t) ≤ C0

∑
0≤τ≤t,τ∈Ik−1∪Ik∪···

[∆Qk−1(τ)]−

≤ C0

∑
0≤τ≤t

[∆Qk−1(τ)]−

≤ C0

∑
t>0

[∆Qk−1(τ)]−

≤ C0

∑
t>0

[∆Qk−1(τ)]+

= C0Q̃k−1, ∀ t > 0 και ∀ k ≥ 2.

΄Αρα, ισχύει

Vk(t) ≤ C0Q̃k−1. (4.3.47)
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΄Ετσι, ϑα αναζητήσουµε ϕράγµα για τη ποσότητα Q̃k−1, ούτως ώστε να εξα-
σφαλίσουµε ένα ϕράγµα για το Vk(t).

Από τη σχέση (4.3.47) έχουµε

Ṽk = sup
t>0

Vk(t) ≤ C0Q̃k−1, (4.3.48)

αφού sup είναι το µικρότερο άνω ϕράγµα.
Επίσης, στη (4.3.42) έχουµε δείξει ότι∑

0≤τ≤t

[∆Qk(τ)]+ ≤ C0

∑
0≤τ≤t

{
[∆Q(τ)]−

}
sup
t>0

Vk(t)

+ C0

∑
0≤τ≤t

{
[∆Qk−1(τ)]−

}
sup
t>0

V (t), ∀ t > 0.

΄Αρα, ισχύει∑
t>0

[∆Qk(τ)]+ ≤ C0

∑
t>0

{
[∆Q(τ)]−

}
sup
t>0

Vk(t)

+ C0

∑
t>0

{
[∆Qk−1(τ)]−

}
sup
t>0

V (t).

Από τη σχέση (4.3.43), έχουµε∑
t>0

[∆Qk(τ)]+ ≤ C0

∑
t>0

{
[∆Q(τ)]−

}
sup
t>0

Vk(t)

+ C0

∑
t>0

{
[∆Qk−1(τ)]+

}
sup
t>0

V (t).

Από τις σχέσεις (4.3.46), (4.3.45) έχουµε

Q̃k ≤ C0

∑
t>0

{
[∆Q(τ)]−

}
Ṽk + C0Q̃k−1 sup

t>0
V (t)

≤ C0Υ(0)Ṽk + C0Q̃k−1 sup
t>0

V (t).
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Από τη (4.3.44) ισχύει

sup
t>0

V (t) ≤ Υ(0),

αφού sup είναι το µικρότερο άνω ϕράγµα.
Εποµένως, έχουµε

Q̃k ≤ C0Υ(0)Ṽk + C0Q̃k−1Υ(0)

(4.3.48)
≤ C0Υ(0)C0Q̃k−1 + C0Q̃k−1Υ(0).

΄Αρα, ισχύει

Q̃k ≤
(
C2

0 + C0

)
Υ(0)Q̃k−1. (4.3.49)

Εάν το Tot.V ar{u(0+, ·)} είναι ικανοποιητικά µικρό, τότε και οι ποσότητες
V (0), Q(0) ϑα είναι πολύ µικρές και έτσι το Υ(0) = V (0) + C0Q(0) ϑα ικα-
νοποιεί :

γ =
(
C2

0 + C0

)
Υ(0) < 1. (4.3.50)

΄Οµοια µε τη (4.3.49) ισχύει

Q̃k−1 ≤
(
C2

0 + C0

)
Υ(0)Q̃k−2

...

Q̃2 ≤
(
C2

0 + C0

)
Υ(0)Q̃1.Λο
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΄Αρα έχουµε

Q̃k ≤ γQ̃k−1

≤ γ2Q̃k−2 ≤ · · · ≤ γk−1Q̃k−(k−1)

= γk−1Q̃1 = γk−1
∑
t>0

[∆Q1(t)]+

Q1=Q
= γk−1

∑
t>0

[∆Q(t)]+

∆Q(t)≤0

≤ γk−1
∑
t>0

[∆Q(t)]−

(4.3.45)
≤ γk−1Υ(0).

Ισχύει ότι Υ(0) = V (0) + C0Q(0) ≤ C1δ3 + C0C
2
1δ

2
3. Από τη σχέση (4.3.18)

έχουµε επιλέξει το δ3 αρκετά µικρό ώστε να ισχύει

C2
1(C1δ3 + C0C

2
1δ

2
3) ≤ δ2.

Επειδή C1 ≥ 1, έχουµε

Υ(0) ≤ C1δ3 + C0C
2
1δ

2
3

≤ C2
1(C1δ3 + C0C

2
1δ

2
3) ≤ δ2.

΄Αρα, ισχύει

Q̃k ≤ γk−1δ2.

Εποµένως, έχουµε

Q̃k−1 ≤ γk−2δ2. (4.3.51)

΄Αρα από τη σχέση (4.3.47) παίρνουµε

Vk(t) ≤ C0Q̃k−1 ≤ C0γ
k−2δ2, (4.3.52)
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εξασφαλίζοντας έτσι το ϕράγµα που αναζητήσαµε για το Vk(t).
Στη συνέχεια ϑα κάνουµε ένα γρήγορο υπολογισµό για τον αριθµό των

µετώπων στη u που έχουν µια συγκεκριµένη τάξη γενεάς.
΄Εστω N ο αριθµός των µετώπων στη u(0+, ·). Γνωρίζουµε ότι τη χρονική

στιγµή t = 0+ όλα τα µέτωπα έχουν τάξη γενεάς 1, εφόσον µέχρι αυτή τη
χρονική στιγµή δεν έχει προκύψει κάποια σύγκρουση. Από τις συγκρούσεις
που ϑα προκύψουν από δύο εισερχόµενα µέτωπα διαφορετικής οικογένειας
µε τάξη γενεάς 1, ϑα παραχθούν ακριβώς δύο εξερχόµενα µέτωπα τάξης γε-
νεάς 1 και ϑα είναι αυτά που ανήκουν στις ίδιες αντίστοιχες οικογένειες µε
τα εισερχόµενα. Από τις συγκρούσεις που ϑα προκύψουν από δύο εισερ-
χόµενα µέτωπα ίδιας οικογένειας µε τάξη γενεάς 1, ϑα παραχθεί ακριβώς ένα
εξερχόµενο µέτωπο τάξης γενεάς 1 που ϑα είναι της ίδιας οικογένειας µε τα
εισερχόµενα. Από τις συγκρούσεις που συµµετέχει µόνο ένα µέτωπο τάξης
γενεάς 1, ϑα παραχθεί ακριβώς ένα εξερχόµενο µέτωπο τάξης γενεάς 1 που
ϑα είναι της ίδιας οικογένειας µε το αντίστοιχο εισερχόµενο. ΄Αρα σε οποια-
δήποτε χρονική στιγµή t > 0 δεν αυξάνεται ο αριθµός των µετώπων µε τάξη
γενεάς 1. Εποµένως, ο αριθµός των µετώπων τάξης γενεάς 1 για οποιοδήποτε
t > 0 στη u(t, ·) είναι ≤ N .

Από κάθε σύγκρουση µεταξύ µετώπων τάξης γενεάς 1, ανακαλώντας ότι
τα κύµατα αραίωσης διαχωρίζονται σε κοµµάτια µεγέθους ≤ δ, παράγεται
ένας αριθµός O(1)1

δ
από µέτωπα τάξης γενεάς 2. Εφόσον είναι πιθανόν να

γίνουν
(
N
2

)
= N !

(N−2)!2!
≤ N2 συγκρούσεις µεταξύ µετώπων τάξης γενεάς 1, ο

συνολικός αριθµός των µετώπων τάξης γενεάς 2 είναι O(1)N
2

δ
.

Εποµένως, ο συνολικός αριθµός των µετώπων µε τάξη γενεάς ≤ 2 οποια-
δήποτε χρονική στιγµή είναι O(1)1

δ
+ O(1)N

2

δ
. Επαγωγικά, είναι προφανές

ότι ο συνολικός αριθµός των µετώπων µε τάξη γενεάς ≤ k στη u(t, ·) µπορεί
να υπολογιστεί από µια πολυωνυµική συνάρτηση των N, δ−1, ας πούµε:

[αριθµός των µετώπων τάξης γενεάς ≤ k ] ≤ Pk(N, δ
−1). (4.3.53)

Για να εκτιµήσουµε το συνολικό µέγεθος όλων των αφύσικων µετώπων στη
u(t, ·) µελετάµε ξεχωριστά τα µέτωπα που έχουν τάξη γενεάς > k και αυτά
που έχουν τάξη γενεάς ≤ k.
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΄Αρα, έχουµε

[ συνολικό µέγεθος των αφύσικων µετώπων στη u(t, ·) ]

=
∑

a∈NP,γεν(a)>k

|σa(t)|+
∑

a∈NP,γεν(a)≤k

|σa(t)|

≤ [ συνολικό µέγεθος των αφύσικων µετώπων γενεάς > k στη u(t, ·) ]

+ [αριθµός των αφύσικων µετώπων γενεάς ≤ k στη u(t, ·) ]

· [µέγιστο µέγεθος κάθε αφύσικου µετώπου ]

= [ συνολικό µέγεθος των αφύσικων µετώπων γενεάς ≥ k + 1 στη u(t, ·) ]

+ [αριθµός των αφύσικων µετώπων γενεάς ≤ k στη u(t, ·) ]

· [µέγιστο µέγεθος κάθε αφύσικου µετώπου ]

= Vk+1(t) + [αριθµός των αφύσικων µετώπων γενεάς ≤ k στη u(t, ·) ]

· [µέγιστο µέγεθος κάθε αφύσικου µετώπου ].

Εποµένως, από τις σχέσεις (4.3.33), (4.3.52) και (4.3.53), έχουµε

[ συνολικό µέγεθος των αφύσικων µετώπων στη u(t, ·) ]

≤ C0γ
k−1δ2 + Pk(N, δ

−1)C4ρ.

Για οποιοδήποτε ε > 0, εφόσον γ < 1, µπορούµε να επιλέξουµε το k αρκετά
µεγάλο ώστε να ισχύει

C0γ
k−1δ2 <

ε

2
.

Επίσης, διαλέγουµε στη αρχή του αλγόριθµου το ρ > 0 αρκετά µικρό ώστε
να ισχύει

Pk(N, δ
−1)C4ρ <

ε

2
.

Εποµένως, ∀ t ≥ 0, έχουµε

[ συνολικό µέγεθος όλων των αφύσικων µετώπων στη u(t, ·) ] <
ε

2
+
ε

2
= ε
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και αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη του Θεωρήµατος 4.3.

4.4 ΄Υπαρξη λύσης στο πρόβληµα του Cauchy

Για να αποδείξουµε το Θεώρηµα 4.1, ϑα σταθεροποιήσουµε µια ϕθίνουσα α-
κολουθία αριθµών (εν)ν≥1 που τείνει προς το 0 όσο το ν →∞. Από το Θεώρη-
µα 4.3, γνωρίζουµε ότι για κάθε αρχική συνθήκη ū ∈ L1 µε Tot.V ar{ū} ≤ δ0,
το πρόβληµα του Cauchy (4.0.1)-(4.0.2), ∀ε > 0 έχει µια ε-προσεγγιστική
front tracking λύση uε. Εποµένως, ∀ ν ≥ 1 παίρνουµε µια εν-προσεγγιστική
front tracking λύση uεν , δηµιουργώντας έτσι µια ακολουθία συναρτήσεων.
Αυτές οι εν-προσεγγιστικές λύσεις, ∀ ν ≥ 1, έχουν ως αρχική συνθήκη τις
κατά τµήµατα σταθερές συναρτήσεις uεν (0, ·) που προσεγγίζουν τη ū και ι-
σχύει ‖uεν (0, ·) − ū‖L1 → 0, όσο το ν → ∞. Θα αποδείξουµε ότι το όριο
αυτών των εν-προσεγγιστικών λύσεων είναι µια ασθενής λύση για το πρόβλη-
µα του Cauchy (4.0.1)-(4.0.2) που ϑα είναι επίσης η-αποδεκτή. Αυτό ϑα
ολοκληρώσει την απόδειξη του Θεωρήµατος 4.1.

Στη συνέχεια ϑα διατυπώσουµε χωρίς απόδειξη ένα ϐοηθητικό λήµµα.

Λήµµα 4.5. ΄Εστω µια ακολουθία συναρτήσεων uν : (0,∞] × R 7→ Rn µε τις

ακόλουθες ιδιότητες :

Tot.V ar {uν(t, ·)} ≤ C, |uν(t, x)| ≤M, ∀ t, x, ∀ν ≥ 1

και

� ∞
−∞
|uν(t, x)− uν(s, x)|dx ≤ L|t− s|, ∀ t, s ≥ 0, ∀ν ≥ 1,

όπου C,M,L κάποιες σταθερές, δηλαδή οι συναρτήσεις-όροι της ακολουθίας

είναι συναρτήσεις Lipschitz ως προς τη πρώτη µεταβλητή.

Τότε υπάρχει µια υπακολουθία uνµ που συγκλίνει σε µια συνάρτηση u ∈
L1
loc([0,∞)× R;Rn). Το όριο αυτό ικανοποιεί

� ∞
−∞
|u(t, x)− u(s, x)|dx ≤ L|t− s|, ∀ t, s ≥ 0.

Από την ανάλυση που κάναµε στο προηγούµενο υποκεφάλαιο, γνωρίζου-
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µε ότι οι εν-προσεγγιστικές λύσεις uεν που κατασκευάζονται µέσα από τον
αλγόριθµο µας έχουν ϕραγµένη ολική διακύµανση ∀ t ≥ 0, εφόσον ισχύει
Tot.V ar {uεν (t, ·)} ≤ δ1 ∀ t ≥ 0, ικανοποιώντας έτσι τη πρώτη συνθήκη του
Λήµµατος 4.5. Επιπρόσθετα, οι συναρτήσεις uεν (t, ·) είναι Lipschitz συνεχείς
στον L1(R;Rn) (ως προς τη πρώτη µεταβλητή), εφόσον ισχύει

‖uεν (t∗)− uεν (s)‖L1 =

� ∞
−∞
|uεν (t∗, x)− uεν (s, x)|dx

= O(1)(t∗ − s) [συνολικό µέγεθος όλων των µετώπων]

· [µέγιστη χαρακτηριστική ταχύτητα]

≤ L(t∗ − s).

Εποµένως, ικανοποιείται και η δεύτερη συνθήκη του λήµµατος. ΄Ετσι, ϑέτον-
τας σε εφαρµογή το Λήµµα 4.5, µπορούµε να αντλήσουµε µια υπακολουθία
συναρτήσεων (uενk )k≥1, ενk-προσεγγιστικών λύσεων που συγκλίνει (ως προς
τη ‖ · ‖L1 ) σε µια συνάρτηση u ∈ L1

loc. ΄Ετσι, έχουµε

lim
k→∞

� ∞
−∞
|uενk (t, x)− u(t, x)|dx = 0, ∀ t ≥ 0.

Για t = 0 ισχύει

lim
k→∞

� ∞
−∞
|uενk (0, x)− u(0, x)|dx = 0.

΄Αρα, ισχύει

‖uενk (0)− u(0)‖L1 → 0.

Εφόσον, εκ κατασκευής ισχύει

‖uεν (0)− ū‖L1 → 0,

αναγκαστικά ισχύει u(0, x) = ū, διότι εφόσον συγκλίνει το όριο της ακο-
λουθίας, αναγκαστικά µια συγκλίνουσα υπακολουθία συγκλίνει στο όριο της
ακολουθίας. Εποµένως, ικανοποιείται η αρχική συνθήκη (4.0.2).
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Για να αποδείξουµε ότι η u αποτελεί µια ασθενή λύση για το πρόβληµα
του Cauchy (4.0.1)-(4.0.2), αποµένει να δείξουµε ότι ∀ φ ∈ C1

c µε συµπαγή
ϕορέα που περιέχεται στο ανοικτό ηµιεπίπεδο, όπου t > 0, ισχύει ότι :

� ∞
0

� ∞
−∞

[φt(t, x)u(t, x) + φx(t, x)f(u(t, x))] dxdt = 0, (4.4.1)

δηλαδή ότι ισχύει :

� ∞
0

� ∞
−∞

lim
ν→∞

[φt(t, x)uεν (t, x) + φx(t, x)f(uεν (t, x))] dxdt = 0.

Γνωρίζουµε ότι uεν είναι οµοιόµορφα ϕραγµένες, αφού παίρνουν τιµές µέσα
στη µπάλα B(0, δ1). Εφόσον, η f είναι οµοιόµορφα συνεχής, ισχύει ότι
και f(uεν ) είναι οµοιόµορφα ϕραγµένες. Επίσης, αφού οι συναρτήσεις uεν ,
f(uεν ) είναι σχεδόν παντού συνεχείς, δηλαδή το σύνολο των σηµείων ασυ-
νέχειας κάθε uεν και f(uεν ) είναι σύνολο µέτρου µηδέν, ισχύει ότι οι uεν
και οι f(uεν ) είναι µετρήσιµες συναρτήσεις ∀ n ∈ N. Εποµένως, από το
ϑεώρηµα της κυριαρχηµένης σύγκλισης µας επιτρέπεται η εναλλαγή ορίου-
ολοκληρώµατος και έτσι είναι αρκετό να δείξουµε ότι ισχύει

lim
ν→∞

� ∞
0

� ∞
−∞

[φt(t, x)uεν (t, x) + φx(t, x)f(uεν (t, x))] dxdt = 0. (4.4.2)

Στο σηµείο αυτό ϑα δούµε ακόµα ένα ϐοηθητικό λήµµα χωρίς απόδειξη.

Λήµµα 4.6. ΄Εστω ότι uεν είναι µια εν-προσεγγιστική λύση. Επιπρόσθετα,

έστω µια κυρτή εντροπία η µε αντίστοιχη ϱοή εντροπίας q. Σταθεροποιούµε

οποιαδήποτε χρονική στιγµή t στην οποία δεν συµβαίνει κάποια σύγκρουση

και ϑεωρούµε οποιοδήποτε µέτωπο που ϐρίσκεται ας πούµε στη ϑέση xa µε

µέγεθος σa. Καλούµε u− = u(t, x−a ), u+ = u(t, x+
a ) και ορίζουµε τα σφάλµατα

στις εξισώσεις Rankine-Hugoniot και στις συνθήκες εντροπίας αντίστοιχα ως

ακολούθως :

Ea := f(u+)− f(u−)− ẋa(u+ − u−)
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και

E ′a := q(u+)− q(u−)− ẋa(η(u+)− η(u−)).

1. Σε κάθε µέτωπο αραίωσης ισχύει :

Ea = O(1)ε|σa|, E ′a = O(1)ε|σa|.

2. Σε κάθε κρουστικό κύµα συµπίεσης ισχύει :

Ea = O(1)ε|σa|, E ′a ≤ O(1)ε|σa|.

3. Σε κάθε αφύσικο µέτωπο ισχύει :

Ea = O(1)|σa|, E ′a = O(1)|σa|.

Εφόσον, η φ έχει συµπαγή ϕορέα µέσα στο ανοικτό ηµιεπίπεδο, όπου
t > 0, µπορούµε να επιλέξουµε T > 0 τέτοιο ώστε φ(t, x) = 0 όταν t /∈ (0, T ).
Επίσης, για σταθεροποιηµένο ν (δηλ. για σταθεροποιηµένη uεν προσεγγιστι-
κή λύση), σε οποιαδήποτε χρονική στιγµή t, καλούµε x1(t) < · · · < xN(t) τα
σηµεία όπου η uεν (t, ·) έχει άλµα ασυνέχειας και σηµειώνουµε:

∆uεν (t, xa) = uεν (t, x
+
a )− uεν (t, x−a )

και

∆f(uεν (t, xa)) = f(uεν (t, x
+
a ))− f(uεν (t, x

−
a )).

Παρατηρούµε ότι οι πολυγωνικές γραµµές x = xa(t) διαχωρίζουν το χωρίο
[0, T ] × R σε πολλές (πεπερασµένες στο πλήθος) περιοχές Γj όπου µέσα σε
αυτές τις περιοχές η uεν είναι σταθερή. Θέτουµε το διάνυσµα:

Φ := (φ · uεν , φ · f(uεν )).
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Αµέσως έχουµε ότι

∑
j

�
Γj

divΦ(t, x) dxdt =
∑
j

�
Γj

[(φuεν )t + (φf(uεν ))x] dxdt

=
∑
j

�
Γj

[φt uεν + φx f(uεν ) + φ [(uεν )t + (f(uεν ))x]] dxdt.

Αφού η uεν είναι συνεχής και σταθερή στις περιοχές Γj, ισχύει ότι [(uεν )t +

(f(uεν ))x] = 0 + 0 = 0.
΄Αρα,

∑
j

�
Γj

divΦ(t, x) dxdt =
∑
j

�
Γj

[φt uεν + φx f(uεν )] dxdt.

Εποµένως, από το διπλό ολοκλήρωµα στην (4.4.2) έχουµε

� ∞
0

� ∞
−∞

[φt(t, x)uεν (t, x) + φx(t, x)f(uεν (t, x))] dxdt

=

� T

0

� ∞
−∞

[φt(t, x)uεν (t, x) + φx(t, x)f(uεν (t, x))] dxdt

=
∑
j

�
Γj

[φt(t, x)uεν (t, x) + φx(t, x)f(uεν (t, x))] dxdt

=
∑
j

�
Γj

divΦ(t, x) dxdt.

Από το Θεώρηµα της Απόκλισης, έχουµε

� ∞
0

� ∞
−∞

[φt(t, x)uεν (t, x) + φx(t, x)f(uεν (t, x))] dxdt

=
∑
j

�
∂Γj

Φ · η dS

=
∑
j

�
∂Γj

(φ · uεν , φ · f(uεν )) · η dS

=

� T

0

∑
a

[ẋa(t)∆uεν (t, xa)−∆f(uεν (t, xa))]φ(t, xa(t)) dt.
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Εποµένως, για να αποδείξουµε την (4.4.2) πρέπει αρχικά να εξασφαλίσουµε
την ύπαρξη του ορίου

lim
ν→∞

� T

0

∑
a

[ẋa(t)∆uεν (t, xa)−∆f(uεν (t, xa))]φ(t, xa(t)) dt

και ακολούθως να δείξουµε ότι ισχύει

lim
ν→∞

� T

0

∑
a

[ẋa(t)∆uεν (t, xa)−∆f(uεν (t, xa))]φ(t, xa(t)) dt = 0. (4.4.3)

Χωρίζοντας τώρα την άθροιση στο (4.4.3) σε κρουστικά κύµατα συµπίεσης (ή
ασυνέχειες επαφής), σε µέτωπα αραίωσης και σε αφύσικα µέτωπα, από το
Λήµµα 4.5 παίρνουµε

lim sup
ν→∞

∣∣∣∣∣ ∑
a∈S∪R∪NP

[ẋa(t)∆uεν (t, xa)−∆f(uεν (t, xa))]φ(t, xa(t))

∣∣∣∣∣
≤ max

t,x
|φ(t, x)| lim sup

ν→∞

( ∑
a∈S∪R

O(1)εν |σa|+
∑
a∈NP

O(1)|σa|

)
.

Εφόσον έχουµε δείξει ότι το συνολικό µέγεθος των αφύσικων µετώπων σε κάθε
χρονική στιγµή είναι µικρότερο από εν, ισχύει ότι

max
t,x
|φ(t, x)| lim sup

ν→∞

( ∑
a∈S∪R

O(1)εν |σa|+
∑
a∈NP

O(1)|σa|

)

≤ max
t,x
|φ(t, x)|

(
O(1) lim sup

ν→∞
εν
∑
a∈S∪R

|σa|+ O(1) lim sup
ν→∞

εν

)
.

Εφόσον, ισχύει ότι Tot.V ar{uεν (t, ·)} ≤ δ1, ∀t > 0, το συνολικό µέγεθος των
µετώπων στη uεν (t, ·) είναι οµοιόµορφα ϕραγµένο, ∀ t > 0. Αυτό ισχύει διότι
από τη σχέση (4.3.16) ισχύει V (t) ≤ C1Tot.V ar{uεν (t, ·)} ≤ C1δ1, ∀ t > 0.
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΄Αρα έχουµε

lim sup
ν→∞

∣∣∣∣∣ ∑
a∈S∪R∪NP

[ẋa(t)∆uεν (t, xa)−∆f(uεν (t, xa))]φ(t, xa(t))

∣∣∣∣∣
≤ max

t,x
|φ(t, x)|

(
O(1) lim sup

ν→∞
εν
∑
a∈S∪R

|σa|+ O(1) lim sup
ν→∞

εν

)

≤ max
t,x
|φ(t, x)|

(
O(1) lim sup

ν→∞
ενC1δ1 + O(1) lim sup

ν→∞
εν

)
= 0.

Θέτοντας

wν =
∑

a∈S∪R∪NP

[ẋa(t)∆uεν (t, xa)−∆f(uεν (t, xa))]φ(t, xa(t)), (4.4.4)

έχουµε δείξει ότι

lim sup
ν→∞

|wν | ≤ 0.

Επίσης, λόγω της απόλυτης τιµής ισχύει τετριµµένα

0 ≤ lim inf
ν→∞

|wν | ≤ lim sup
ν→∞

|wν | ≤ 0,

και εποµένως υπάρχει το όριο limν→∞ |wν | και ισχύει

lim
ν→∞

wν = 0. (4.4.5)

Χρησιµοποιώντας τις σχέσεις (4.4.4) και (4.4.5) ϐρίσκουµε

� T

0

lim
ν→∞

∑
a

[ẋa(t)∆uεν (t, xa)−∆f(uεν (t, xa))] · φ(t, xa(t)) dt = 0.

Εφόσον, οι ∆uεν ,∆f(uεν ) είναι οµοιόµορφα ϕραγµένες ως προς ν, το ϑε-
ώρηµα της κυριαρχηµένης σύγκλισης µας επιτρέπει την εναλλαγή ορίου-
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ολοκληρώµατος και εποµένως έχουµε

0 =

� T

0

lim
ν→∞

∑
a

[ẋa(t)∆uεν (t, xa)−∆f(uεν (t, xa))] · |φ(t, xa(t))| dt

= lim
ν→∞

� T

0

∑
a

[ẋa(t)∆uεν (t, xa)−∆f(uεν (t, xa))] · |φ(t, xa(t))| dt.

εξασφαλίζοντας έτσι την (4.4.3). Ως εκ τούτου, αποδεικνύουµε ότι ισχύει η
(4.4.2) και κατ΄ επέκταση ότι η u είναι µια ασθενής λύση του προβλήµατος
του Cauchy (4.0.1)-(4.0.2).

Για την ολοκλήρωση της απόδειξης του Θεωρήµατος 4.1 αρκεί να δείξουµε
ότι η u είναι η-αποδεκτή. ΄Εστω ότι η είναι µια κυρτή εντροπία για το σύστηµα
(4.0.1) µε ϱοή εντροπίας q. ΄Οπως γνωρίζουµε, η ασθενής λύση u είναι η-
αποδεκτή εάν ικανοποιεί τη σχέση η(u)t+q(u)x ≤ 0 σε ολοκληρωτική µορφή,
δηλαδή εάν ∀ φ ∈ C1

c µη-αρνητική µε συµπαγή ϕορέα που περιέχεται στο
ανοικτό ηµιεπίπεδο, όπου t > 0, ισχύει ότι :

� ∞
0

� ∞
−∞

[η(u)φt + q(u)φx] dxdt ≥ 0. (4.4.6)

Εφόσον ισχύει

� ∞
0

� ∞
−∞

[η(u)φt + q(u)φx] dxdt ≥ lim inf
ν→∞

� ∞
0

� ∞
−∞

[η(uεν )φt + q(uεν )φx] dxdt,

αρκεί να δείξουµε ότι

lim inf
ν→∞

� ∞
0

� ∞
−∞

[η(uεν )φt + q(uεν )φx] dxdt ≥ 0. (4.4.7)

Αφού η φ έχει συµπαγή ϕορέα µέσα στο ανοικτό ηµιεπίπεδο, όπου t > 0,
µπορούµε να επιλέξουµε T > 0 τέτοιο ώστε φ(t, x) = 0 για (t, x) /∈ (0, T )×R.
΄Οµοια µε προηγουµένως ϑέτουµε το διάνυσµα:

Φ := (φ · η(uεν ), φ · q(uεν )).
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Ισχύει ότι

∑
j

�
Γj

divΦ(t, x) dxdt =
∑
j

�
Γj

[(φ η(uεν ))t + (φq(uεν ))x] dxdt

=
∑
j

�
Γj

[φt η(uεν ) + φx q(uεν ) + φ [(η(uεν ))t + (q(uεν ))x]] dxdt.

Αφού η uεν είναι τµηµατικά Lipschitz συνεχής ισχύει ότι η uεν έιναι σχεδόν
παντού παραγωγίσιµη (ΘΜΑ Rademacher). Επίσης, αφού uεν είναι σταθερή
στις περιοχές Γj ισχύει ότι

�
Γj

[(η(uεν ))t + (q(uεν ))x]dxdt = 0. ΄Ετσι, από το
ολοκλήρωµα στη (4.4.7) έχουµε

� T

0

� ∞
−∞

[η(uεν )φt + q(uεν )φx] dxdt =
∑
j

�
Γj

[η(uεν )φt + q(uεν )φx] dxdt

=
∑
j

�
Γj

divΦ(t, x) dxdt

=
∑
j

�
∂Γj

Φ · η dS

=
∑
j

�
∂Γj

(φ · η(uεν ), φ · q(uεν )) · η dS

=

� T

0

∑
a

[ẋa∆η(uεν )−∆q(uεν )]φ dt,

από το Θεώρηµα της Απόκλισης.
Εποµένως, για να εξασφαλίσουµε τη (4.4.7) αρκεί να δείξουµε ότι :

lim inf
ν→∞

� T

0

∑
a

[ẋa∆η(uεν )−∆q(uεν )]φ dt ≥ 0.

Από το Λήµµα 4.5 ισχύει

E ′a =∆q(uεν )− ẋa∆η(uεν ) ≤ O(1)εν |σa|, εάν a ∈ S ∪ R.
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΄Αρα, ισχύει

−E ′a ≥ −O(1)εν |σa|.

Επειδή η φ είναι µη-αρνητική έχουµε

−E ′aφ ≥ −O(1)εν |σa|φ ≥ −O(1)εν |σa|max
t,x

φ.

Αντίστοιχα, εάν a ∈ NP, ισχύει

E ′a ≤ O(1)|σa|,

και όπως πιο πάνω

−E ′aφ ≥ −O(1)|σa|φ ≥ −O(1)|σa|max
t,x

φ.

Εποµένως, έχουµε

lim inf
ν→∞

∑
a∈S∪R∪NP

[ẋa∆η(uεν )−∆q(uεν )]φ

≥ (max
t,x

φ) lim inf
ν→∞

(
−
∑
a∈S∪R

O(1)εν |σa| −
∑
a∈NP

O(1)|σa|

)

≥ (max
t,x

φ) lim inf
ν→∞

(
−
∑
a∈S∪R

O(1)εν |σa| − O(1)εν

)
= 0.

΄Αρα, ισχύει

lim inf
ν→∞

∑
a

[ẋa∆η(uεν )−∆q(uεν )]φ ≥ 0.

Εποµένως, έχουµε δείξει ότι ισχύει η (4.4.7) και άρα δείξαµε ότι ισχύει η
(4.4.6), αποδεικνύοντας έτσι ότι η ασθενής λύση u είναι η-αποδεκτή. Με
αυτό τον τρόπο ολοκληρώνουµε την απόδειξη του Θεωρήµατος 4.1, το οπο-
ίο µας εξασφαλίζει την ύπαρξη µιας ασθενούς και η-αποδεκτής λύσης του
προβλήµατος του Cauchy (4.0.1)-(4.0.2) η οποία ορίζεται ∀ t ≥ 0.
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