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ΕΥΧΑΡΙΣΤΙΕΣ

Η παρούσα διπλωµατική εργασία είναι το αποτέλεσµα µιας σειράς αλληλεπιδράσεων µε δια-

ϕορετικούς ανθρώπους, καθένας από τους οποίους έπαιξε σηµαντικό ϱόλο στην εξέλιξή της.

Σε αυτό το σηµείο λοιπόν νιώθω την ανάγκη να εκφράσω τις ειλικρινείς και ϑερµές µου

ευχαριστίες σε όσους συνέβαλαν στην ολοκλήρωση αυτής της προσπάθειας.

Καταρχάς, ϑα ήθελα να εκφράσω τις ειλικρινείς µου ευχαριστίες στον επιβλέποντα καθη-

γητή µου, τον καθηγητή Μάριο Μαυρονικόλα, ο οποίος µου έδωσε την ευκαιρία και µου

εµπιστεύτηκε την παρούσα διπλωµατική εργασία. Ο Καθ. Μάριος Μαυρονικόλας µε ϐο-

ήθησε και µε ενθάρρυνε σε όλα τα στάδια αυτής της εργασίας µε συνεχή υποστήριξη και

καθοδήγηση.

Τέλος, το µεγαλύτερο ευχαριστώ το οφείλω στην οικογένειά µου, τη ϕίλη µου και τα αγαπη-

µένα µου πρόσωπα, που δέχτηκαν όλες τις επιλογές µου και µε στήριξαν σε όλα τα χρόνια

σπουδών µου και όσο έγραφα αυτή τη διατριβή. Με κράτησαν να συνεχίσω και αυτή η

δουλειά δεν ϑα ήταν δυνατή χωρίς τη συµβολή τους.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 0. ΠΕΡΙΛΗΨΗ

Περίληψη

Στην παρούσα διπλωµατική εργασία, µελετήθηκαν και παρουσιάστηκαν διάφοροι αλγόριθ-

µοι συγκέντρωσης (gathering algorithms) που υπάρχουν στη ϐιβλιογραφία. Οι αλγόριθµοι

συγκέντρωσης έχουν σαν στόχο τη συλλογή ενός αυθαίρετου n αριθµού από ϱοµπότ που

υπάρχουν στο ευκλείδειο επίπεδο σε ένα µη προκαθορισµένο σηµείο.

Συγκεκριµένα, δόθηκε περισσότερη έµφαση σε αλγορίθµους συνεχούς χρόνου που ακολου-

ϑούν το µοντέλο Look - Compute - Move. ∆ηλαδή, τον εντοπισµό των γειτόνων τους από

το κοντινό τους περιβάλλον, τον υπολογισµό του σηµείου προορισµού τους και τέλος, την

κίνηση τους προς το σηµείο προορισµού τους.

Από αυτούς τους αλγόριθµους, ξεχώρισε ο Go-To-The-Gabriel-Center (GTGC) αλγόριθµος,

ο οποίος αποδείχθηκε ότι είναι collision-less στη µια διάσταση του ευκλείδειου επιπέδου και

εικάζεται ότι είναι collision-less και στις δύο διαστάσεις. Κάτι το οποίο δεν αποδείχθηκε,

παρά µόνο πάρθηκε το συµπέρασµα ϐάση προσοµοιώσεων.

Σε αυτή την διπλωµατική εργασία, ο κυριότερος στόχος ήταν να γίνει µια προσπάθεια να

αποδειχθεί αυτή η εικασία ή να καταρριφθεί. Να αποδειχθεί δηλαδή αν ο αλγόριθµος Go-

To-The-Gabriel-Center (GTGC) είναι collision-less ή όχι.

Αρχικά, αναλύθηκαν όλες οι πιθανές καταστάσεις που µπορεί να ϐρεθεί ένα ϱοµπότ και

έγιναν κάποιες προσοµοιώσεις ϐάση αυτών των καταστάσεων. Χρησιµοποιώντας τις προσο-

µοιώσεις, τον τρόπο εκτέλεσης του αλγορίθµου και ϑεωρήµατα από τη ϐιβλιογραφία, έγινε

µια προσπάθεια να ληφθούν κάποια συµπεράσµατα για το κατά πόσο µπορούν να υπάρξουν

συγκρούσεις και υπό ποιες προϋποθέσεις.

Λαµβάνοντας υπόψη τα συµπεράσµατα και τις προσοµοιώσεις, προσπάθησε να αποδειχθεί

η εικασία µε µαθηµατικό τρόπο. Αφού δηµιουργήθηκε ένα σύστηµα ανισοτήτων µε εξι-

σώσεις που πηγάζουν από τα συµπεράσµατα, ελέγχθηκε αν υπάρχουν λύσεις στο σύστηµα

ii

Λάµ
προ

ς ∆
ηµ

ητρ
ίου



iii

ανισοτήτων, και αν υπάρχουν, τι συµπεράσµατα µπορούν να ληφθούν.

΄Οπως παρουσιάζεται και στη συνέχεια, ο συγκεκριµένος αλγόριθµος αποδείχθηκε ότι µπορεί

να ϑεωρηθεί collision-less εκτός από το σενάριο όπου µπορεί να ϐρεθεί σε µια συγκεκριµένη

κατάσταση (cross-shaped graph). Λόγω του ότι η πιθανότητα να ϐρεθεί σε µια τέτοια κα-

τάσταση (cross-shaped graph) τείνει στο 0, τότε λαµβάνεται σαν γενικό συµπέρασµα ότι ο αλ-

γόριθµος Go-To-The-Gabriel-Center (GTGC) είναι collision-less (Lebesgue measure).
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 0. ABSTRACT

ABSTRACT

In this thesis, various gathering algorithms that exist in the literature were studied and

presented. Gathering algorithms aim to gather an arbitrary number of n robots that exist

in the Euclidean plane at a non predefined point.

In particular, more emphasis was placed on continuous-time algorithms that follow the

Look - Compute - Move model. That is, the detection of their neighbors from their im-

mediate environment, the calculation of their target point and finally, their movement

towards their target point.

Among these algorithms, the Go-To-The-Gabriel-Center (GTGC) algorithm stood out, whi-

ch was shown to be collision-less in one dimension of the Euclidean plane and conjectured

to be collision-less in both dimensions. Something that was not proven, but was only co-

ncluded based on simulations.

In this thesis, the main aim was to make an attempt to prove this conjecture or to demolish

it. That is, to prove whether the Go-To-The-Gabriel-Center (GTGC) algorithm is collision-

less or not.

First, all the possible situations that a robot can find itself in, were analyzed and some

simulations were made based on these situations. Using the simulations, how the algo-

rithm is executed, and theorems from the literature, an attempt was made to draw some

conclusions about whether collisions can occur and under what conditions.

Taking into account the conclusions and simulations, an attempt was made to prove the

conjecture in a mathematical way. After creating a system of inequalities with equations

derived from the conclusions, it is checked whether there are solutions to the system of

inequalities, and if there are, what conclusions can be drawn.
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As shown below, this particular algorithm is shown to be collision-less except for the sce-

nario where it can be in a specific state (cross-shaped graph). Since the probability of

being in such a state (cross-shaped graph) tends to 0, then it is taken as a general co-

nclusion that the algorithm Go-To-The-Gabriel-Center (GTGC) is collision-less (Lebesgue

measure).
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Κατάλογος Σχηµάτων

2.1 Με µπλε χρώµα παρατηρούνται οι ελάχιστοι κύκλοι εγκλεισµού των σηµείων

του συνόλου. ΄Οπως ϕαίνεται, στην περιφέρεια του κύκλου µπορούν να υπάρ-

ξουν το πολύ 3 σηµεία του συνόλου. [7] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.2 Στην αριστερή εικόνα, παρατηρείται ότι δεν υπάρχει άλλο σηµείο στο εσωτερικό

του κύκλου µε διάµετρο ab, έτσι ορίζεται ότι τα σηµεία a, b είναι γειτονικά

µεταξύ τους (στον Gabriel graph, είναι ενωµένα µεταξύ τους). Στην δεξιά εικόνα

παρατηρείται ότι υπάρχει το σηµείο c στο εσωτερικό του όµοιου κύκλου, οπόταν

τα σηµεία a, b δεν είναι γειτονικά µεταξύ τους. [7] . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.3 Παρατηρείται ότι τα σηµεία i, j είναι γειτονικά µεταξύ τους, αν το τετράγωνο της

απόστασης µεταξύ τους, d2
ĳ, είναι µικρότερο από το άθροισµα των τετραγώνων

της απόστασης µεταξύ αυτών των σηµείων και οποιουδήποτε άλλου σηµείου k,

d2
ik + d2

jk. ∆ηλαδή, πρέπει να ισχύει : d2
ĳ < d2

ik + d2
jk. [8] . . . . . . . . . . . . . 14

2.4 Το σχετικό γράφηµα γειτονιάς (Relative Neighborhood Graph) 100 τυχαίων

σηµείων σε µοναδιαίο τετράγωνο. [7] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.5 Στην πρώτη εικόνα παρατηρείται ότι υπάρχουν δύο άκρες οι οποίες διασταυ-

ϱώνονται µεταξύ τους. ΄Αρα, συµπεραίνεται ότι αυτό το γράφηµα δεν είναι

planar graph. Στις άλλες δύο εικόνες, παρατηρείται ότι δεν υπάρχουν άκρες

που να διασταυρώνονται µεταξύ τους. Οπόταν, συµπεραίνεται ότι τα γραφήµα-

τα είναι planar graphs. [12] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.6 Στην εικόνα Α, παρουσιάζεται ένας planar graph. Στην εικόνα Β, παρουσι-

άζεται ένας non planar graph. Στην εικόνα Α παρατηρείται ότι δεν υπάρχουν

άκρες που διασταυρώνονται µεταξύ τους ενώ στην εικόνα Β υπάρχουν. [13] . 16

2.7 Ο τριγωνισµός Delaunay µε όλους τους κυκλικούς κύκλους και τα κέντρα τους

(µε κόκκινο). [7] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.8 Απόδειξη ότι το γράφηµα Gabriel είναι και γράφηµα Planar. [14] . . . . . . . 19
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

1.1 Θεωρητικό Υπόβαθρο

Στον τοµέα των παράλληλων, κατανεµηµένων συστηµάτων (Distributed Computing), εδώ

και δεκαετίες, γίνεται µεγάλη έρευνα στον εντοπισµό αλγορίθµων οι οποίοι στοχεύουν στη

συγκέντρωση των ϱοµπότ στο ευκλείδειο επίπεδο.

Πιο συγκεκριµένα, δεδοµένης µιας οµάδας n αυτόνοµων, αδιάστατων, ντετερµινιστικών και

ανώνυµων ϱοµπότ, µε περιορισµένο εύρος ϑέασης, ένας αλγόριθµος συλλογής (gathering

algorithm) είναι ένας αλγόριθµος που συγκεντρώνει όλα τα n ϱοµπότ σε πεπερασµένο χρόνο,

σε ένα συγκεκριµένο, µη προκαθορισµένο σηµείο στο ευκλείδειο επίπεδο. Τέτοιοι αλγόριθ-

µοι, πρέπει να είναι όσο το δυνατόν µε καλύτερη χρονική πολυπλοκότητα (Time Complexity),

όπως επίσης, και Collision-less, δηλαδή, κατά τη διάρκεια της εκτέλεσης τους να µην προ-

καλούνται συγκρούσεις µεταξύ των ϱοµπότ. Οι συγκεκριµένοι αλγόριθµοι έχουν αναπτυχθεί

σε δύο χρονικά µοντέλα: διακριτό και συνεχές χρόνο. [1] [2]

Στους αλγόριθµους συγκέντρωσης που µελετήθηκαν, όλα τα ϱοµπότ λειτουργούν χωρίς κε-

ντρικό έλεγχο (αυτόνοµα), δεν έχουν επικοινωνία µεταξύ τους, δεν έχουν µοναδικά αναγνω-

ϱιστικά (ανώνυµα) και δεν έχουν µακροπρόθεσµη µνήµη (δεν αποθηκεύουν πληροφορίες

τοπικά) ή πλήρεις πληροφορίες για τις ϑέσεις όλων των άλλων ϱοµπότ. Επίσης, τα ϱοµπότ

έχουν περιορισµένο εύρος ϑέασης το οποίο συνήθως δεν ξεπερνά το 1 (viewing range = 1).

Η κίνηση των ϱοµπότ εξαρτάται αποκλειστικά από τις σχετικές ϑέσεις άλλων ϱοµπότ κοντά

τους. [1] [2]

1

Λάµ
προ

ς ∆
ηµ

ητρ
ίου



2 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ

΄Ολα τα ϱοµπότ στο ευκλείδειο επίπεδο, εκτελούν ακριβώς τον ίδιο αλγόριθµο µε τα ίδια

ϐήµατα. Συνήθως, ο αλγόριθµος υποδιαιρείται σε τρία ϐήµατα: Look, Compute και Move.

Αυτά τα τρία ϐήµατα είναι επίσης γνωστά ως κύκλος LCM. Στο πρώτο ϐήµα, το ϱοµπότ

συλλέγει τις πληροφορίες για το περιβάλλον, στη συνέχεια, χρησιµοποιώντας τις πληροφορίες

από το προηγούµενο ϐήµα, το ϱοµπότ υπολογίζει το σηµείο προορισµού του (target point)

και τελικά κινείται προς αυτό το σηµείο. [1] [2]

Ανάλογα µε τον τρόπο ενεργοποίησης των ϱοµπότ, διακρίνουµε δύο χρονικά µοντέλα: δια-

κριτό και συνεχές. Στο διακριτό µοντέλο η ενεργοποίηση του ϱοµπότ χωρίζεται σε γύρους.

Κατά τη διάρκεια κάθε γύρου, το ϱοµπότ εκτελεί έναν κύκλο LCM. Τα µοντέλα διακριτού

χρόνου χωρίζονται σε ασύγχρονα και ηµισύγχρονα ανάλογα µε το αν η ενεργοποίηση του

ενός ϱοµπότ εξαρτάται από την ενεργοποίηση του άλλου. [1] [2]

Σε αντίθεση µε τα συµβατικά µοντέλα διακριτού χρόνου, στα µοντέλα συνεχούς χρόνου, τα

ϱοµπότ δεν ενεργούν σε κύκλους, αλλά προσαρµόζουν συνεχώς τις κατευθύνσεις κίνησης

προς τα υπολογισµένα σηµεία στόχου (target points), ενώ κινούνται µε σταθερή ταχύτητα

και σε ευθεία γραµµή. Γίνεται η υπόθεση ότι τα ϱοµπότ εκτελούν πλήρη κύκλο LCM σε

κάθε χρονική στιγµή. Ως αποτέλεσµα, ο χρόνος εκτέλεσης δεν µπορούσε να οριστεί ως ο

αριθµός των γύρων σε διακριτά µοντέλα. Αντίθετα, ορίζεται ως ο χρόνος που χρειάζεται να

συγκεντρωθούν τα ϱοµπότ σε ένα σηµείο. [1] [2] [3]

Παρόλο που έχουν αναπτυχθεί αρκετοί αλγόριθµοι συγκέντρωσης τόσο στο διακριτό όσο και

στο συνεχές χρόνο, ακόµη δεν έχουν ανακαλυφθεί αλγόριθµοι οι οποίοι να έχουν αποδειχθεί

ότι είναι Collision-less κυρίως στις δύο διαστάσεις που να µην χρησιµοποιούν πρόσθετες

δυνατότητες.

Σε αυτή την διπλωµατική εργασία, µελετήθηκαν κυρίως αλγόριθµοι συνεχούς χρόνου στις

δύο διαστάσεις και διερευνήθηκε κατά πόσο υπάρχουν στην ϐιβλιογραφία αλγόριθµοι που

ικανοποιούν αυτές τις συνθήκες αλλά παράλληλα να έχουν αποδειχθεί ότι είναι Collision-

less χωρίς να χρησιµοποιούνται πρόσθετες δυνατότητες.

΄Ενας τέτοιος αλγόριθµος, είναι ο Go-To-The-Gabriel-Center algorithm (GTRC) [1]. Ο συγκε-

κριµένος αλγόριθµος συγκέντρωσης, παρουσιάστηκε µε το µοντέλο συνεχούς χρόνου. ΄Εχει

αποδειχθεί ότι είναι Collision-less αλλά µόνο για τη µια διάσταση. Ο αρθρογράφος, ισχυ-

ϱίζεται ότι αυτός ο αλγόριθµος είναι και στις δύο διαστάσεις Collision-less και εµβαθύνει τον

ισχυρισµό του παρουσιάζοντας κάποιες προσοµοιώσεις. Παρόλα αυτά, δεν υπήρξε κάποια
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1.2. ΣΤΟΧΟΣ ΜΕΤΑΠΤΥΧΙΑΚΗΣ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 3

µαθηµατική απόδειξη που επαληθεύει αυτό τον ισχυρισµό.

1.2 Στόχος Μεταπτυχιακής Εργασίας

Σε αυτή την διπλωµατική εργασία, µελετήθηκαν αλγόριθµοι συγκέντρωσης που υπάρχουν

στην ϐιβλιογραφία, οι οποίοι αφορούν κυρίως µοντέλα συνεχούς χρόνου και αναφέρονται

στις δύο διαστάσεις στο ευκλείδειο επίπεδο.

Το κριτήριο που τέθηκε στη µελέτη των αλγορίθµων, είναι ότι αυτοί οι αλγόριθµοι πρέπει να

είναι Collision-less και επιπλέον, να µην χρησιµοποιούν επιπλέον δυνατότητες (additional

capabilities) για να ϑεωρούνται Collision-less.

Ο κυριότερος στόχος της διπλωµατικής εργασίας, πέραν από την κατανόηση και µελέτη των

αλγόριθµων συγκέντρωσης, ήταν να διερευνηθεί και να αποδειχθεί µε τη χρήση µαθηµατικών

ϑεωρηµάτων που υπάρχουν στην ϐιβλιογραφία, κατά πόσο ο αλγόριθµος συγκέντρωσης Go-

To-The-Gabriel-Center algorithm (GTGC) είναι Collision-less ή όχι. Με λίγα λόγια, έγινε

προσπάθεια απόδειξης ή κατάρριψης του ισχυρισµού του αρθρογράφου που παρουσίασε

αυτόν τον αλγόριθµο ότι ο συγκεκριµένος αλγόριθµος ίσως να είναι Collision-less σε µοντέλα

συνεχούς χρόνου στις δύο διαστάσεις στο ευκλείδειο επίπεδο, που περιέχει ένα αυθαίρετο

αριθµό n από ϱοµπότ µε n ≥ 4.
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Κεφάλαιο 2

Ανασκόπηση της Βιβλιογραφίας

2.1 Εισαγωγή

Σε αυτό το κεφάλαιο, ϑα παρουσιαστούν µερικοί από τους αλγόριθµους συγκέντρωσης (Gathering

algorithms) που υπάρχουν στην ϐιβλιογραφία όπως είναι ο Go-To-The-Center algorithm

(GTC) [4], ο Go-To-The-Relative-Center algorithm (GTRC) [2] και ο Go-To-The-Gabriel-

Center algorithm (GTGC) [1].

Επίσης, ϑα επεξηγηθούν και αναλυθούν οντότητες όπως το σηµείο προορισµού (target point),

ο Minimal Enclosing Circle (MEC) και Gabriel graph (GG) οι οποίες χρησιµοποιούνται στον

αλγόριθµο που µελετήθηκε ο οποίος είναι ο Go-To-The-Gabriel-Center algorithm.

Επιπλέον, ϑα γίνει αναφορά στο Planar graph και Delaunay triangulation και ϑα παρουσια-

στούν µαθηµατικά ϑεωρήµατα που πηγάζουν µέσω αυτών και τα οποία χρησιµοποιήθηκαν

για την απόδειξη που ακολουθεί στα επόµενα κεφάλαια.

4
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2.2. ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΙ ΣΥΓΚΕΝΤΡΩΣΗΣ 5

2.2 Αλγόριθµοι Συγκέντρωσης

2.2.1 Go-To-The-Center algorithm (GTC)

Algorithm: Go-To-The-Center (GTC).

Require: Initial configuration

1: Robot r observes the positions of its neighbours in its UDG(r).

2: Robot r computes the minimum circle C(r) enclosing UDG(r). The centre T(r) of C(r) is

the target point of r.

3: Robot r moves:

4: if r is already at T(r) then

5: Robot r remains at T(r) and moves in the same way as the target point does.

6: else

7: Robot r moves with maximum speed 1 towards T(r).

• Επεξήγηση:

Η επεξήγηση ϑα γίνει για το ένα ϱοµπότ (ϱοµπότ r) αλλά το ίδιο ισχύει για κάθε ϱοµπότ του

ευκλείδειου επίπεδου που εκτελεί τον αλγόριθµο. Ο ίδιος αλγόριθµος επαναλαµβάνεται σε

κάθε επανάληψη (κάθε κύκλο εκτέλεσης) από το σηµείο 1. Αρχικά καθορίζονται τα initial

configurations (αρχικές ϑέσεις των ϱοµπότ στο ευκλείδειο επίπεδο).

1. Στο πρώτο ϐήµα, το ϱοµπότ r εντοπίζει όλα τα ϱοµπότ που ϐρίσκονται στο ευκλείδειο

επίπεδο τα οποία έχουν µέγιστη απόσταση 1 µεταξύ του (το viewing range καθορίστηκε

στο 1), δηλαδή, τους γείτονες του στο UDG(r). Καθορίζοντας ως κάποιο ϱοµπότ έστω

r2 ως γείτονα του r, τότε, τα 2 ϱοµπότ είναι connected στον UDG(r) (οµοίως και του

UDG(r2)). Με το τέλος του πρώτου ϐήµατος, ϑα υπάρχει το UDG(r) όπου ϑα υποδει-

κνύονται οι γείτονες του καθώς και οι ϑέσεις του.

2. Στο δεύτερο ϐήµα, ο σκοπός είναι να εντοπιστεί το target point του r (T(r)). ∆ηλαδή, σε

πιο σηµείο ϑα πρέπει να κινηθεί το ϱοµπότ r σε αυτή την επανάληψη. Για να εντοπι-

στεί το target point του r, υπολογίζεται ο ελάχιστος κύκλος εγκλεισµού του (MEC(r) -
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6 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΑΝΑΣΚΟΠΗΣΗ ΤΗΣ ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑΣ

Minimal Enclosing Circle), δηλαδή, ο ελάχιστος κύκλος που περικλείει το UDG(r). Το

target point του r ϑα είναι το κέντρο του MEC(r).

3. Σε αυτό το σηµείο, το ϱοµπότ r είναι έτοιµο να κινηθεί προς το target point το οποίο

εντοπίστηκε στο προηγούµενο ϐήµα (σηµείο 2):

(αʹ) Αν το ϱοµπότ r ϐρίσκεται ήδη στο target point T(r) το οποίο υπολογίστηκε από το

ϐήµα 2, τότε το ϱοµπότ r ϑα παραµείνει σε αυτό το σηµείο και ϑα κινείται µε τον

ίδιο τρόπο που κινείται και το T(r) (προϋποθέτει ότι ϑα αλλάξει το MEC(r)).

(ϐʹ) Αλλιώς, το ϱοµπότ r ϑα κινηθεί µε µέγιστη ταχύτητα 1 προς το T(r) που υπολο-

γίστηκε στο ϐήµα 2.

Στην επόµενη επανάληψη (στον επόµενο κύκλο) του αλγορίθµου για το ϱοµπότ r, ο αλγόριθ-

µος ϑα ακολουθήσει τα ίδια ϐήµατα ξεκινώντας από το σηµείο 1.

2.2.2 Go-To-The-Relative-Center algorithm (GTRC)

Algorithm: Go-To-The-Relative-Center algorithm (GTRC).

Require: Initial configuration

1: Robot r observes the positions of its unit disk graph neighbors and calculates RNG(r).

2: Robot r computes the minimum circle C(r) enclosing RNG(r). The center T(r) of C(r) is

the target point of r.

3: Robot r moves:

4: if r is already at T(r) then

5: Robot r remains at T(r) and moves in the same way as the target point does.

6: else

7: Robot r moves with maximum speed 1 towards T(r).

• Επεξήγηση:

Η επεξήγηση ϑα γίνει για το ένα ϱοµπότ (ϱοµπότ r) αλλά το ίδιο ισχύει για κάθε ϱοµπότ του

ευκλείδειου επίπεδου που εκτελεί τον αλγόριθµο. Ο ίδιος αλγόριθµος επαναλαµβάνεται σε
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κάθε επανάληψη (κάθε κύκλο εκτέλεσης) από το σηµείο 1. Αρχικά καθορίζονται τα initial

configurations (αρχικές ϑέσεις των ϱοµπότ στο ευκλείδειο επίπεδο).

1. Στο πρώτο ϐήµα, το ϱοµπότ r εντοπίζει όλα τα ϱοµπότ που ϐρίσκονται στο ευκλείδειο

επίπεδο τα οποία έχουν µέγιστη απόσταση 1 µεταξύ του (το viewing range καθορίστηκε

στο 1), δηλαδή, τους γείτονες του στο UDG(r). Για τον εντοπισµό και καθορισµό των

γειτόνων, χρησιµοποιείται η µέθοδος RNG lenses η οποία ϑα επεξηγηθεί στη συνέχεια.

Καθορίζοντας ως κάποιο ϱοµπότ έστω r2 ως γείτονα του r, τότε τα 2 ϱοµπότ είναι

connected στον RNG του r (οµοίως και του r2). Με το τέλος του πρώτου ϐήµατος, ϑα

υπάρχει το Relative Neighborhood graph του r όπου ϑα υποδεικνύονται οι γείτονες του

καθώς και οι ϑέσεις τους.

2. Στο δεύτερο ϐήµα, ο σκοπός είναι να εντοπιστεί το target point του r (T(r)). ∆ηλαδή, σε

πιο σηµείο ϑα πρέπει να κινηθεί το ϱοµπότ r σε αυτή την επανάληψη. Για να εντοπι-

στεί το target point του r, υπολογίζεται ο ελάχιστος κύκλος εγκλεισµού του (MEC(r) -

Minimal Enclosing Circle), δηλαδή, ο ελάχιστος κύκλος που περικλείει το RNG(r). Το

target point του r ϑα είναι το κέντρο του MEC(r).

3. Σε αυτό το σηµείο, το ϱοµπότ r είναι έτοιµο να κινηθεί προς το target point το οποίο

εντοπίστηκε στο προηγούµενο ϐήµα (σηµείο 2):

(αʹ) Αν το ϱοµπότ r ϐρίσκεται ήδη στο target point T(r) το οποίο υπολογίστηκε από το

ϐήµα 2, τότε το ϱοµπότ r ϑα παραµείνει σε αυτό το σηµείο και ϑα κινείται µε τον

ίδιο τρόπο που κινείται και το T(r) (προϋποθέτει ότι ϑα αλλάξει το MEC(r)).

(ϐʹ) Αλλιώς, το ϱοµπότ r ϑα κινηθεί µε µέγιστη ταχύτητα 1 προς το T(r) που υπολο-

γίστηκε στο ϐήµα 2.

Στην επόµενη επανάληψη (στον επόµενο κύκλο) του αλγορίθµου για το ϱοµπότ r, ο αλγόριθ-

µος ϑα ακολουθήσει τα ίδια ϐήµατα ξεκινώντας από το σηµείο 1.Λάµ
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2.2.3 Go-To-The-Gabriel-Center algorithm (GTGC)

Algorithm: Go-To-The-Gabriel-Center algorithm (GTGC).

Require: Initial configuration

1: Robot r observes the positions of its neighbours in its GG(r).

2: Robot r computes the minimum circle C(r) enclosing GG(r). The center T(r) of C(r) is

the target point of r.

3: Robot r moves:

4: if r is already at T(r) then

5: Robot r remains at T(r) and moves in the same way as the target point does.

6: else

7: Robot r moves with maximum speed 1 towards T(r).

• Επεξήγηση:

Η επεξήγηση ϑα γίνει για το ένα ϱοµπότ (ϱοµπότ r) αλλά το ίδιο ισχύει για κάθε ϱοµπότ του

ευκλείδειου επίπεδου που εκτελεί τον αλγόριθµο. Ο ίδιος αλγόριθµος επαναλαµβάνεται σε

κάθε επανάληψη (κάθε κύκλο εκτέλεσης) από το σηµείο 1. Αρχικά καθορίζονται τα initial

configurations (αρχικές ϑέσεις των ϱοµπότ στο ευκλείδειο επίπεδο).

1. Στο πρώτο ϐήµα, το ϱοµπότ r εντοπίζει όλα τα ϱοµπότ που ϐρίσκονται στο ευκλείδειο

επίπεδο τα οποία έχουν µέγιστη απόσταση 1 µεταξύ του (το viewing range καθορίστηκε

στο 1), δηλαδή, τους γείτονες του στο GG(r). Για τον εντοπισµό και καθορισµό των

γειτόνων χρησιµοποιείται το κριτήριο του Gabriel graph το οποίο ϑα επεξηγηθεί στη

συνέχεια. Καθορίζοντας ως κάποιο ϱοµπότ έστω r2 ως γείτονα του r, τότε τα 2 ϱοµπότ

είναι connected στον Gabriel graph του r (οµοίως και του r2). Με το τέλος του πρώτου

ϐήµατος, ϑα υπάρχει το Gabriel graph του r όπου ϑα υποδεικνύονται οι γείτονες του

καθώς και οι ϑέσεις τους.

2. Στο δεύτερο ϐήµα, ο σκοπός είναι να εντοπιστεί το target point του r (T(r)). ∆ηλαδή, σε

πιο σηµείο ϑα πρέπει να κινηθεί το ϱοµπότ r σε αυτή την επανάληψη. Για να εντοπι-

στεί το target point του r, υπολογίζεται ο ελάχιστος κύκλος εγκλεισµού του (MEC(r) -
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Minimal Enclosing Circle), δηλαδή, ο ελάχιστος κύκλος που περικλείει το GG(r). Το

target point του r ϑα είναι το κέντρο του MEC(r). Το MEC(r) ϑα επεξηγηθεί καλύτερα

στη συνέχεια, αλλά µε λίγα λόγια υπολογίζεται ο µικρότερος κύκλος που µπορεί να

υπάρξει ο οποίος ϑα περιέχει µέσα ή πάνω σε αυτόν όλους τους γείτονες του ϱοµπότ r

(εννοείται και το ϱοµπότ r).

3. Σε αυτό το σηµείο, το ϱοµπότ r είναι έτοιµο να κινηθεί προς το target point το οποίο

εντοπίστηκε στο προηγούµενο ϐήµα (σηµείο 2):

(αʹ) Αν το ϱοµπότ r ϐρίσκεται ήδη στο target point T(r) το οποίο υπολογίστηκε από το

ϐήµα 2, τότε το ϱοµπότ r ϑα παραµείνει σε αυτό το σηµείο και ϑα κινείται µε τον

ίδιο τρόπο που κινείται και το T(r) (προϋποθέτει ότι ϑα αλλάξει το MEC(r)).

(ϐʹ) Αλλιώς, το ϱοµπότ r ϑα κινηθεί µε µέγιστη ταχύτητα 1 προς το T(r) που υπολο-

γίστηκε στο ϐήµα 2.

Στην επόµενη επανάληψη (στον επόµενο κύκλο) του αλγορίθµου για το ϱοµπότ r, ο αλγόριθ-

µος ϑα ακολουθήσει τα ίδια ϐήµατα ξεκινώντας από το σηµείο 1.

2.2.3.1 Go-To-The-Center algorithm (GTC) σαν αναφορά

Οι δύο πιο πάνω αλγόριθµοι (Go-To-The-Relative-Center algorithm (GTRC) και Go-To-The-

Gabriel-Center algorithm (GTGC)), χρησιµοποιούν σαν αναφορά τον αλγόριθµο Go-To-The-

Center (GTC). Στον Go-To-The-Center (GTC) αλγόριθµο, αφού υπολογιστούν όλα τα γειτονι-

κά ϱοµπότ του ϱοµπότ r στο UDG(r), τότε χρησιµοποιείται η µέθοδος του ελάχιστου κύκλου

εγκλεισµού (MEC) πάνω στο UDG(r) για να υπολογιστεί το σηµείο προορισµού (target point)

του r. Στους άλλους δύο αλγόριθµους, εκτελούνται ακριβώς τα ίδια ϐήµατα εκτός από το σε

πιο γράφο εκτελείται η µέθοδος του ελάχιστου κύκλου εγκλεισµού που υπολογίζει το σηµείο

προορισµού.

• Στον αλγόριθµο Go-To-The-Relative-Center (GTRC) χρησιµοποιείται η µέθοδος του

ελάχιστου κύκλου εγκλεισµού (MEC) πάνω στο RNG(r) για να υπολογιστεί το σηµείο

προορισµού (προϋποθέτει ότι στο σηµείο 1 του αλγορίθµου υπολογίστηκε ο RNG(r)).

• Στον αλγόριθµο Go-To-The-Gabriel-Center (GTGC) χρησιµοποιείται η µέθοδος του ε-

λάχιστου κύκλου εγκλεισµού (MEC) πάνω στο GG(r) για να υπολογιστεί το σηµείο

προορισµού (προϋποθέτει ότι στο σηµείο 1 του αλγορίθµου υπολογίστηκε ο GG(r)).
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Με αυτό τον τρόπο, πετυχαίνεται διαφορετική οµαδοποίηση µε πιο µικρό αριθµό από ϱοµπότ

που γειτνιάζουν. Αυτό έχει σαν αποτέλεσµα την καλύτερη απόδοση των δύο τελευταίων

αλγορίθµων, όπως επίσης, έχουν και πολύ µικρότερη πιθανότητα συγκρούσεων.

2.3 Σηµείο Προορισµού

Σε κάθε εκτέλεση του αλγορίθµου, το σηµαντικότερο κοµµάτι του είναι ο υπολογισµός του

σηµείου προορισµού target point που ϑα πρέπει να κινηθεί το ϱοµπότ που εκτελεί τον

αλγόριθµο µετά την εκτέλεση του. Στη ϐιβλιογραφία, παρουσιάστηκαν αρκετοί τρόποι µε

τους οποίους µπορεί να υπολογιστεί το σηµείο προορισµού σε ένα αλγόριθµο. Πιο κάτω,

παρουσιάζονται κάποιοι από αυτούς.

1. ΄Ενας τρόπος είναι αυτός που χρησιµοποιείται στον αλγόριθµο Go-On-Bisector (GOB)

που προτείνεται από τους Gordon et al. [5] και αργότερα µελετήθηκε από τους Kempkes

et al. [3]. Στον αλγόριθµο Go-On-Bisector, τα ϱοµπότ που ϐρίσκονται στο όριο του

τοπικού κυρτού κύτους (local convex hull), που ορίζεται γύρω από τη γειτονιά του UDG

(Unit Disc Graph), κινούνται µέσα στο τοπικό κυρτό κύτος κατά µήκος της διχοτόµου

της εσωτερικής γωνίας. Εάν τα ϱοµπότ δεν έχουν ακόµη συγκεντρωθεί σε ένα σηµείο,

τότε κάθε ϱοµπότ r ∈ CH(R) κινείται µέσα στο κυρτό κύτος CH(R) µε ταχύτητα 1. Με

άλλα λόγια, ο GOB είναι ένας αλγόριθµος συστολής (contracting algorithm).

2. ΄Ενας άλλος τρόπος είναι µέσω του µέσου όρου των ϑέσεων όλων των γειτονικών ϱο-

µπότ. Αυτός ο αλγόριθµος είναι γνωστός ως αλγόριθµος Go-To-The-Gravity-Center

(GTGrC), λόγω των Cohen et al. [6]. Ο GTGrC είναι επίσης ένας αλγόριθµος συστολής

(contracting algorithm).

3. ΄Ενας τρίτος τρόπος υπολογισµού του σηµείου προορισµού, ο οποίος είναι και αυτός

που µελετήθηκε σε αυτή την διπλωµατική εργασία, είναι µέσω του υπολογισµού του

ελάχιστου κύκλου εγκλεισµού (MEC: Minimal Enclosing Circle) που περικλείει όλα τα

γειτονικά ϱοµπότ του ϱοµπότ r που εκτελεί τον αλγόριθµο (τη γειτονιά UDG του ϱοµπότ)

και το σηµείο προορισµού καθορίζεται ως το κέντρο του ελάχιστου κύκλου εγκλεισµού.

Αυτός ο αλγόριθµος είναι γνωστός ως αλγόριθµος Go-To-The-Center (GTC), λόγω των

Ando et al. [4].

Αυτός ο τρόπος υπολογισµού του σηµείου προορισµού χρησιµοποιήθηκε επίσης και

Λάµ
προ

ς ∆
ηµ

ητρ
ίου



2.4. ΕΛΑΧΙΣΤΟΣ ΚΥΚΛΟΣ ΕΓΚΛΕΙΣΜΟΥ (MEC) 11

στον αλγόριθµο Go-To-The-Gabriel-Center (GTGC) [1] όπου στον συγκεκριµένο αλ-

γόριθµο δεν υπολογίζεται ο ελάχιστος κύκλος εγκλεισµού σε όλα τα ϱοµπότ του ευ-

κλείδειου επίπεδου που έχουν viewing range 1, αλλά στα γειτονικά ϱοµπότ (Gabriel

neighbors) του ϱοµπότ r που εκτελεί τον αλγόριθµο µε ϐάση τα κριτήρια του µοναδια-

ίου γραφήµατος Gabriel (Gabriel graph).

Επιπλέον, αυτός ο τρόπος χρησιµοποιήθηκε και στον αλγόριθµο Go-To-The-Relative-

Center (GTRC) [2] όπου στον συγκεκριµένο αλγόριθµο υπολογίζεται ο ελάχιστος κύκλος

εγκλεισµού στα γειτονικά ϱοµπότ (relative neighbors) του ϱοµπότ r που εκτελεί τον

αλγόριθµο µε ϐάση τα κριτήρια του µοναδιαίου γραφήµατος Relative Neighborhood.

Οι τρεις πιο πάνω αλγόριθµοι (CTC, GTGC, GTRC είναι όλοι αλγόριθµοι συρρίκνωσης

(contracting alrorithm).

2.4 Ελάχιστος Κύκλος Εγκλεισµού (MEC)

Ο Ελάχιστος κύκλος Εγκλεισµού (Minimal Enclosing Circle) είναι η διαδικασία όπου γίνεται

εύρεση του κύκλου µε τη µικρότερη ακτίνα που περιέχει ένα δεδοµένο σύνολο σηµείων στο

εσωτερικό του ή στα όριά του. Αυτός ο µικρότερος κύκλος είναι γνωστός ως ο ελάχιστος

περικλειόµενος κύκλος (minimal enclosing circle). Είναι γνωστό και ως minimum covering

circle problem, bounding circle problem, least bounding circle problem, smallest enclosing

circle problem. Γενικότερα, είναι ένα πρόβληµα υπολογιστικής γεωµετρίας υπολογισµού του

µικρότερου κύκλου που περιέχει όλα τα σηµεία που ϐρίσκονται σε ένα σύνολο δεδοµένων

στο Ευκλείδειο επίπεδο (Euclidean plane).

• Χαρακτηριστικά και ιδιότητες:

Οι περισσότερες από τις γεωµετρικές προσεγγίσεις για το πρόβληµα, αναζητούν σηµεία που

ϐρίσκονται στο όριο του ελάχιστου κύκλου και ϐασίζονται στα ακόλουθα γεγονότα :

• Ο ελάχιστος κύκλος κάλυψης είναι µοναδικός (minimal enclosing circle).

• Ο ελάχιστος κύκλος κάλυψης ενός συνόλου S µπορεί να προσδιοριστεί το πολύ από

τρία σηµεία του S που ϐρίσκονται στο όριο του κύκλου (περίµετρος του κύκλου).

– Εάν προσδιορίζεται από δύο µόνο σηµεία, τότε το ευθύγραµµο τµήµα που ενώνει

Λάµ
προ

ς ∆
ηµ

ητρ
ίου



12 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΑΝΑΣΚΟΠΗΣΗ ΤΗΣ ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑΣ

αυτά τα δύο σηµεία πρέπει να είναι η διάµετρος του ελάχιστου κύκλου.

– Αν προσδιορίζεται από τρία σηµεία, τότε το τρίγωνο που αποτελείται από αυτά τα

τρία σηµεία δεν είναι αµβλύ (obtuse), δηλαδή, δεν έχει γωνία µεγαλύτερη των 90◦.

΄Αρα το τρίγωνο είναι οξύ.

Σχήµα 2.1: Με µπλε χρώµα παρατηρούνται οι ελάχιστοι κύκλοι εγκλεισµού των σηµείων
του συνόλου. ΄Οπως ϕαίνεται, στην περιφέρεια του κύκλου µπορούν να υπάρξουν το πολύ 3
σηµεία του συνόλου. [7]

.

2.5 Γράφος Gabriel (GG)

Στα µαθηµατικά και την υπολογιστική γεωµετρία, µε τη χρήση του Gabriel graph στα σηµεία

ενός συνόλου S, δίνεται η δυνατότητα έκφρασης µιας έννοιας εγγύτητας (γειτονεύουν µεταξύ

τους) για αυτά τα σηµεία. Μέσω του Gabriel graph, µπορεί να καθοριστεί κατά πόσο δύο

διακριτά σηµεία στον ευκλείδειο χώρο είναι γειτονικά µεταξύ τους. Τυπικά, είναι το γράφη-

µα G µε σύνολο κορυφών S στο οποίο οποιαδήποτε σηµεία p ∈ S και q ∈ S είναι γειτονικά

ακριβώς εάν είναι διακριτά, δηλ. p , q, και ο κλειστός δίσκος του οποίου το ευθύγραµµο

τµήµα pq είναι η διάµετρος του, δεν περιέχει στο εσωτερικό του άλλα στοιχεία του S.
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•Υπάρχουν δύο κριτήρια για να καθοριστεί αν τα δύο διακριτά σηµεία είναι γειτονικά

µεταξύ τους (Gabriel neighbours):

1. ΄Εστω, τα 2 σηµεία p και q, αν ο κλειστός δίσκος µε διάµετρο pq δεν περιέχει άλλο

σηµείο στο εσωτερικό του, τότε τα 2 σηµεία είναι γειτονικά µεταξύ τους. Με άλλα

λόγια, τα σηµεία p και q είναι γειτονικά, εκτός αν υπάρχει κάποιο άλλο σηµείο z τέτοιο

ώστε στο τρίγωνο pqz η γωνία που υποβάλλεται στο z να είναι ≥ 90◦ (δηλ. το τρίγωνο

πρέπει να είναι οξύ και όχι αµβλύ).Παράδειγµα αυτού του κριτηρίου απεικονίζεται στην

εικόνα 2.2.

2. ΄Ενας άλλος τρόπος για να χαρακτηριστεί το κριτήριο συνδεσιµότητας στον Gabriel

graph, είναι µέσω της ευκλείδειας απόστασης. Ονοµάζεται το κριτήριο γειτνίασης των

ελαχίστων τετραγώνων, όπου το σηµείο p είναι γείτονας µε το σηµείο q αν το τετράγωνο

της απόστασης µεταξύ p και q είναι µικρότερο από το άθροισµα των τετραγώνων των

αποστάσεων σε οποιοδήποτε άλλο σηµείο z του συνόλου S στο οποίο ανήκουν και τα

σηµεία p, q. Παράδειγµα αυτού του κριτηρίου απεικονίζεται στην εικόνα 2.3.

• Τα σηµεία p, q είναι γειτονικά µεταξύ τους αν και µόνο αν :

d2
pq < d2

pz + d2
qz

για όλα τα z τα οποία ανήκουν στο σύνολο S.
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Σχήµα 2.2: Στην αριστερή εικόνα, παρατηρείται ότι δεν υπάρχει άλλο σηµείο στο εσωτερικό
του κύκλου µε διάµετρο ab, έτσι ορίζεται ότι τα σηµεία a, b είναι γειτονικά µεταξύ τους (στον
Gabriel graph, είναι ενωµένα µεταξύ τους). Στην δεξιά εικόνα παρατηρείται ότι υπάρχει το
σηµείο c στο εσωτερικό του όµοιου κύκλου, οπόταν τα σηµεία a, b δεν είναι γειτονικά µεταξύ
τους. [7]

.

Σχήµα 2.3: Παρατηρείται ότι τα σηµεία i, j είναι γειτονικά µεταξύ τους, αν το τετράγωνο της
απόστασης µεταξύ τους, d2

ĳ, είναι µικρότερο από το άθροισµα των τετραγώνων της απόστασης
µεταξύ αυτών των σηµείων και οποιουδήποτε άλλου σηµείου k, d2

ik + d2
jk. ∆ηλαδή, πρέπει να

ισχύει : d2
ĳ < d2

ik + d2
jk. [8]

.
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2.6 Γράφος Relative Neighborhood (RNG)

Στην υπολογιστική γεωµετρία, το γράφηµα σχετικής γειτονιάς (RNG) είναι ένα µη κατευθυ-

νόµενο γράφηµα που ορίζεται σε ένα σύνολο σηµείων στο ευκλείδειο επίπεδο συνδέοντας δύο

σηµεία p και q µε µια ακµή όταν δεν υπάρχει ένα άλλο τρίτο σηµείο r που είναι πιο κοντά

και στα δύο p και q από ό,τι είναι µεταξύ τους. [9] [10] [11]

Σχήµα 2.4: Το σχετικό γράφηµα γειτονιάς (Relative Neighborhood Graph) 100 τυχαίων
σηµείων σε µοναδιαίο τετράγωνο. [7]

.

2.7 Επίπεδος γράφος

Στη ϑεωρία γράφων, ένας επίπεδος γράφος είναι ένας γράφος που µπορεί να ενσωµατωθεί

στο επίπεδο, δηλ. µπορεί να σχεδιαστεί στο επίπεδο µε τέτοιο τρόπο ώστε οι άκρες του να

τέµνονται µόνο στα τελικά τους σηµεία. Με άλλα λόγια, µπορεί να σχεδιαστεί µε τέτοιο τρόπο

ώστε να µην διασταυρώνονται άκρες µεταξύ τους.
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Σχήµα 2.5: Στην πρώτη εικόνα παρατηρείται ότι υπάρχουν δύο άκρες οι οποίες διασταυ-
ϱώνονται µεταξύ τους. ΄Αρα, συµπεραίνεται ότι αυτό το γράφηµα δεν είναι planar graph. Στις
άλλες δύο εικόνες, παρατηρείται ότι δεν υπάρχουν άκρες που να διασταυρώνονται µεταξύ
τους. Οπόταν, συµπεραίνεται ότι τα γραφήµατα είναι planar graphs. [12]

.

Σχήµα 2.6: Στην εικόνα Α, παρουσιάζεται ένας planar graph. Στην εικόνα Β, παρουσιάζεται
ένας non planar graph. Στην εικόνα Α παρατηρείται ότι δεν υπάρχουν άκρες που διασταυ-
ϱώνονται µεταξύ τους ενώ στην εικόνα Β υπάρχουν. [13]

.

2.8 Τριγωνισµός Delaunay (DT)

Στα µαθηµατικά και την υπολογιστική γεωµετρία, ένας τριγωνισµός Delaunay (DT), επίσης

γνωστός ως τριγωνισµός Delone, για ένα δεδοµένο σύνολο S διακριτών σηµείων pi, γενικά

είναι ένας τριγωνισµός τέτοιος ώστε κανένα σηµείο pi του συνόλου S να µην ϐρίσκεται µέσα

στον κύκλο οποιουδήποτε τριγώνου που δηµιουργείται από τα σηµεία του συνόλου S.

Πιο συγκεκριµένα, έστω τα σηµεία a, b, c του συνόλου S. ΄Εστω το τρίγωνο Tabc µε κορυφές

τα σηµεία a, b, c. Σχεδιάζοντας τον µοναδικό κύκλο Cabc που προκύπτει, ο οποίος περιέχει

στην περιφέρεια του τα σηµεία a, b, c τότε δεν µπορεί να υπάρξει ένα άλλο σηµείο d του

συνόλου S, το οποίο να ϐρίσκεται στο εσωτερικό του κύκλου Cabc.
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Για ένα σύνολο σηµείων στην ίδια ευθεία δεν υπάρχει τριγωνισµός Delaunay (η έννοια του

τριγωνισµού είναι εκφυλισµένη για αυτήν την περίπτωση). Για τέσσερα ή περισσότερα σηµεία

του ίδιου κύκλου (π.χ. οι κορυφές ενός ορθογωνίου) ο τριγωνισµός Delaunay δεν είναι

µοναδικός : καθένας από τους δύο πιθανούς τριγωνισµούς που χωρίζουν το τετράγωνο σε δύο

τρίγωνα ικανοποιεί την ¨συνθήκη Delaunay¨, δηλ. την απαίτηση ότι οι κυκλικοί κύκλοι όλων

των τριγώνων έχουν άδειο εσωτερικό.

Με λίγα λόγια, σε ένα ευκλείδειο επίπεδο που περιέχει ένα αριθµό n από σηµεία, για να

ικανοποιείται ο τριγωνισµός Delaunay, τότε ϑα πρέπει να δηµιουργηθούν τρίγωνα µε κορυ-

ϕές σηµεία του ευκλείδειου επιπέδου και ακολούθως να δηµιουργηθούν κύκλοι γύρω από

το κάθε τρίγωνο. ∆ηλαδή, για κάθε τρίγωνο ϑα δηµιουργηθεί ένας κύκλος ο οποίος ϑα πε-

ϱιέχει στην περιφέρεια του τις κορυφές του τριγώνου (σηµεία του ευκλείδειου επιπέδου). Αν

στο εσωτερικό αυτών των κύκλων δεν περιέχεται άλλο σηµείο του ευκλείδειου επιπέδου, τότε

ικανοποιείται η συνθήκη του τριγωνισµού Delaunay.

Σχήµα 2.7: Ο τριγωνισµός Delaunay µε όλους τους κυκλικούς κύκλους και τα κέντρα τους
(µε κόκκινο). [7]

.
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2.9 Χρήσιµα Θεωρήµατα Βιβλιογραφίας

2.9.1 Ο γράφος Gabriel είναι υπογράφος του τριγωνισµού Delaunay

΄Οπως αποδείχθηκε στη ϐιβλιογραφία, το γράφηµα Gabriel (Gabriel graph), είναι ένα υπο-

γράφηµα του τριγωνισµού Delaunay (Delaunay Triangulation). Αυτό σηµαίνει ότι οι ιδι-

ότητες και τα χαρακτηριστικά του τριγωνισµού Delaunay µπορούν να εφαρµοστούν και στο

γράφηµα Gabriel. Αυτές οι ιδιότητες έχουν χρησιµοποιηθεί για την απόδειξη που ακολουθεί

σε επόµενα κεφάλαια. [14]

Το γράφηµα του Gabriel σε ένα σύνολο κορυφών V είναι υπογράφηµα του τριγωνισµού De-

launay για το V . Επιπλέον, η ακµή AB του τριγωνισµού Delaunay είναι µια ακµή του

γραφήµατος Gabriel εάν η ευθεία γραµµή που ενώνει το A µε το B τέµνει το τµήµα οριακής

γραµµής που είναι κοινό στα πολύγωνα Thiessen για το A και το B σε σηµείο διαφορετικό

από τα τελικά σηµεία αυτού του τµήµατος οριακής γραµµής. [14]

• Απόδειξη:

Για τα A, B ∈ V, ας υποθέσουµε ότι το µέσο της ευθείας µεταξύ A και B δεν έχει άλλες

κορυφές του V τόσο κοντά όσο το A και το B. Τότε, ένα τµήµα της κάθετης διχοτόµου του

AB, που εκτείνεται και στις δύο πλευρές του µέσου του AB, πρέπει να αποτελεί µέρος του

ορίου των πολυγώνων Thiessen για το A και το B, και αντίστροφα. [14]

2.9.2 Ο γράφος Gabriel είναι και επίπεδος γράφος

Ακόµη ένα ϑεώρηµα που αποδείχθηκε στη ϐιβιογραφία, είναι το ότι το γράφηµα Gabriel

(Gabriel graph), είναι και γράφηµα Planar (Planar graph). Αυτό σηµαίνει ότι οι ιδιότητες

και τα χαρακτηριστικά του γραφήµατος Panar µπορούν να εφαρµοστούν και στο γράφηµα

Gabriel. Αυτές οι ιδιότητες έχουν χρησιµοποιηθεί για την απόθειξη που ακολουθεί σε επόµε-

να κεφάλαια. [14]

• Απόδειξη:

Ας υποθέσουµε ότι οι γραµµές AB και CD ενός διαγράµµατος γραφήµατος Gabriel τέµνονται

σε ένα εσωτερικό σηµείο (ϐλ. εικόνα 2.8). Το άθροισµα των γωνιών ACB, CBD, BDA και DAC
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πρέπει να ισούται µε 360◦, εποµένως τουλάχιστον µία από αυτές, ας πούµε ACB, πρέπει να

είναι τουλάχιστον 90◦. Αλλά τότε το AB δεν είναι µια ακµή του γραφήµατος Gabriel ϐάση

των κριτηρίων του που αναφέρθηκαν πιο πάνω. Αυτή η αντίφαση αποδεικνύει το γεγονός ότι

οποιοδήποτε γράφηµα Gabriel είναι ένα επίπεδο γράφηµα (Planar graph). [14]

Σχήµα 2.8: Απόδειξη ότι το γράφηµα Gabriel είναι και γράφηµα Planar. [14]
.
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2.10 Σχετική ∆ουλειά

Ο σκοπός αυτής της διπλωµατικής εργασίας ήταν να µελετηθούν αλγόριθµοι συγκέντρωσης

(Gathering algorithms) συνεχούς χρόνου στις δύο διαστάσεις που υπάρχουν στη ϐιβλιο-

γραφία, και να εξεταστούν κατά πόσο είναι collision-less. Επιπλέον, έγινε προσπάθεια να

αποδειχθεί κατά πόσο είναι collision-less ένας από αυτούς τους αλγόριθµους (GTGC).

΄Οσο αφορά τον αλγόριθµο Go-To-The-Center (GTC), έχει ήδη αποδειχθεί ότι δεν είναι

collision-less τόσο στη µια διάσταση όσο και στις δύο διαστάσεις του ευκλείδειου επιπέδου.

[1]

Σχετικά µε τον αλγόριθµο Go-To-The-Relative-Center (GTRC), και αυτός έχει αποδειχθεί ότι

δεν είναι collision-less. Συγκεκριµένα, έχει αποδειχθεί ότι οι συγκρούσεις γίνονται µόνο σε

ορισµένα σηµεία, τα οποία ονοµάστηκαν σηµεία πρόσκρουσης (crash points). [2]

Για τον αλγόριθµο Go-To-The-Gabriel-Center (GTGC), έχει αποδειχθεί ότι είναι collision-

less σε συνεχή χρόνο στη µία διάσταση του ευκλείδειου επιπέδου. ΄Οσο αφορά τις δύο

διαστάσεις, µέσω προσοµοιώσεων, έχει δειχθεί ότι ίσως να είναι collision-less. Μόνο µια

αρχική διάταξη (cross-shaped graph) (ϐρ. εικόνα 2.9) έχει δειχθεί µέσω προσοµοιώσεων ότι

προκαλούνται early collisions. Για αυτό, εικάζεται ότι ο συγκεκριµένος αλγόριθµος µπορεί

να είναι collision-less αν δεν ϐρίσκεται σε αυτή την αρχική διάταξη. Σε περίπτωση που

ϐρίσκεται σε αυτή τη διάταξη (cross-shaped), αναφέρεται ότι αν ¨ταρακουνηθεί¨ (¨shake¨)

ελάχιστα η διάταξη έτσω ώστε τα ϱοµπότ να µετακινηθούν ελάχιστα σε τυχαία σηµεία, τότε

δεν ϑα υπάρξουν συγκρούσεις. [1]

Σχήµα 2.9: ΄Ενα παράδειγµα του γραφήµατος σε σχήµα σταυρού που οδηγεί στις πρώιµες
συγκρούσεις µε τον αλγόριθµο GTGC. [1]

.

΄Ενας αλγόριθµος που έχει παρουσιαστεί και αποδειχθεί ότι είναι collision-less στις δύο

διαστάσεις του ευκλείδειου επιπέδου σε συνεχές χρόνο, είναι ο αλγόριθµος Safe-Go-To-
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The-Relative-Center (S-GTRC). Αυτός ο αλγόριθµος είναι µια νέα έκδοση του αλγορίθµου

Go-To-The-Relative-Center (GTRC), παρόλα αυτά γίνεται χρήση κάποιων επιπρόσθετων δυ-

νατοτήτων additional capabilities πάνω στα ϱοµπότ, που οι προηγούµενοι αλγόριθµοι δεν

τις είχαν. Για παράδειγµα, σε αυτό τον αλγόριθµο έχει αυξηθεί το viewing range από 1

σε 2. Αυτό χρειάστηκε για να αποφεθχθούν οι συγκρούσεις και να κάνει τον αλγόριθµο

collision-less. [1]
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Κεφάλαιο 3

Ανάλυση Περιπτώσεων

3.1 Εισαγωγή

Σε αυτό το κεφάλαιο παρουσιάζεται ο κυριότερος στόχος αυτής της διπλοµατικής εργασίας,

που ήταν να γίνει µια προσπάθεια να αποδειχθεί κατά πόσο ο αλγόριθµος Go-To-The-

Gabriel-Center (GTGC) που είναι ένας αλγόριθµος συγκέντρωσης (gathering algorithm),

είναι collision-less στις δύο διαστάσεις του ευκλείδειου επιπέδου και σε συνεχή χρόνο.

-

• Για την απόδειξη ϑα ακολουθηθούν τα πιο κάτω ϐήµατα:

Θα χρησιµοποιηθούν χαρακτηριστικά και ιδιότητες από τη ϐιβλιογραφία και κυ-

ϱίως:

■ του ελάχιστου κύκλου ενγκλεισµού (MEC - Minimal Enclosing Circle)

■ του γράφου Gabriel (Gabriel graph)

■ του Planar graph, αφού υπάρχει ϑεώρηµα που αποδεικνύει ότι ο Gabriel graph είναι

και Planar graph

■ του τριγωνισµού Delaunay (Delaunay triangulation), αφού υπάρχει ϑεώρηµα που α-

ποδεικνύει ότι το γράφηµα Gabriel είναι υπογράφος (subgraph) του τριγωνισµού De-

launay

22
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Ο αλγόριθµος που εκτελείται είναι κοινός για όλα τα ϱοµπότ. Θα γίνει η ανάλυση σε χρο-

νικά διαστήµατα (time intervals) της εκτέλεσης του αλγορίθµου σε ένα ϱοµπότ. ∆ηλαδή,

ϑα εξεταστούν όλες οι καταστάσεις στις οποίες µπορεί να ϐρεθεί ένα ϱοµπότ (απεικονίζοντας

το στιγµιότυπο της κατάστασης) και ϑα αναλυθεί η τροχιά (trajectory) που ϑα ακολουθήσει

έτσι ώστε να ϕτάσει στο σηµείο προορισµού του (target point). Με αυτό τον τρόπο, ϑα γίνει

προσπάθεια να αποδειχθεί ότι δεν µπορεί να υπάρξουν τροχιές των ϱοµπότ που ϑα διασταυ-

ϱωθούν (crossing trajectories, να υπάρχει σηµείο τοµής) ή έστω αν υπάρξουν, τότε δεν ϑα

ϐρίσκονται ποτέ την ίδια χρονική στιγµή 2 ϱοµπότ στο σηµείο τοµής.

• Για την απόδειξη, έχουµε τις πιο κάτω υποθέσεις οι οποίες αναγράφονται και στο

άρθρο που παρουσιάζεται ο αλγόριθµος:

■ όλα τα ϱοµπότ κινούνται µε µέγιστη ταχύτητα 1

■ όλα τα ϱοµπότ έχουν viewing range 1

■ όλα τα ϱοµπότ όταν κινούνται προς το σηµείο προορισµού τους (target point), κινούνται

σε ευθεία γραµµή. ∆ηλαδή, η τροχιά κίνησης τους είναι µια ευθεία γραµµή

-

• Συγκρούσεις που γίνονται στα σηµεία προορισµού (target points) ονοµάζονται

σηµεία πρόσκρουσης (crash points) και είναι αποδεχτές λόγο της συγκέντρωσης

(gathering). [2]

Η απόδειξη έχει χωριστεί σε δύο ανεξάρτητα µέρη - σενάρια ανάλογα µε την ϑέση του ϱοµπότ

που εκτελεί τον αλγόριθµο σε σχέση µε τον ελάχιστο κύκλο κάλυψης (MEC). Τα δύο σενάρια

που πρέπει να εξεταστούν (καταστάσεις στις οποίες µπορεί να ϐρεθεί ένα ϱοµπότ) είναι τα

ακόλουθα:

1. Το ϱοµπότ r1 που εκτελεί τον αλγόριθµο, ϐρίσκεται στην περιφέρεια του ελάχιστου

κύκλου κάλυψης (MEC - Minimal Enclosing Circle)

2. Το ϱοµπότ r1 που εκτελεί τον αλγόριθµο, ϐρίσκεται στο εσωτερικό του ελάχιστου

κύκλου κάλυψης (MEC - Minimal Enclosing Circle)
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3.2 Σενάριο 1 - Το r1 ϐρίσκεται στην περιφέρεια του MEC

3.2.1 Εισαγωγή

Σε αυτό το σενάριο, το ϱοµπότ r1 (εκτελεί τον αλγόριθµο) είναι δεδοµένο ότι ϑα ϐρίσκεται στην

περιφέρεια του MEC ο οποίος υπολογίστηκε από το σηµείο 2 του αλγορίθµου Go-To-The-

Gabriel-Center (GTGC, ϐλ. αλγόριθµο εδώ: 2.2.3). Σε αυτό το σενάριο, το MEC µπορεί

να έχει το πολύ 3 ϱοµπότ στην περιφέρεια του, ϐάση των ιδιοτήτων του ελάχιστου κύκλου

κάλυψης (MEC, ϐλ. χαρακτηριστικά και ιδιότητες εδώ: 2.4). Οι καταστάσεις που µπορεί να

προκύψουν από αυτό το σενάριο αναλύονται στα ακόλουθα υποκεφάλαια.

3.2.2 Περίπτωση 1 - Στην περιφέρεια του MEC ϐρίσκονται 2 ϱοµπότ

Σε αυτή την περίπτωση, το ϱοµπότ r1 που εκτελεί τον αλγόριθµο, ϐρίσκεται στην περιφέρεια

του MEC και επίσης, στην περιφέρεια ϐρίσκεται ακόµη ένα άλλο ϱοµπότ r2. Συνολικά, στην

περιφέρια του MEC ϐρίσκονται 2 ϱοµπότ, ένα εκ των οποίων εκτελεί τον αλγόριθµο.

Σε αυτή την περίπτωση, είναι εύκολο να δειχθεί ότι η διάµετρος του MEC είναι η ευθεία

γραµµή που προκύπτει από την ένωση των σηµείων που ϐρίσκονται τα ϱοµπότ r1 και r2.

Επίσης, µπορεί εύκολα να αποδειχθεί ότι οι γείτονες του ϱοµπότ r1 είναι ΜΟΝΟ το ϱοµπότ

r2. Αν είχε και άλλους γείτονες, τότε είναι δεδοµένο ότι το ϱοµπότ r3 δεν ϑα µπορούσε

να ϐρίσκεται στο εσωτερικό του MEC επειδή αν ϐρισκόταν, δεν ϑα ίσχυε το κριτήριο 1 του

Gabriel graph (ϐλέπε εδώ: 2.5) και έτσι, το r2 δεν ϑα ϑεωρείται γείτονας του r1.

Επίσης, είναι δεδοµένο ότι το r1 δεν µπορεί να έχει γείτονα άλλο ϱοµπότ το οποίο ϐρίσκε-

ται στο εξωτερικό του MEC, επειδή µε ϐάση τον αλγόριθµο (ϐλ. εδώ: 2.2.3) ϑα προέκυπτε

διαφορετικό MEC και όχι αυτός, αφού όλοι οι γείτονες του r1 πρέπει να ϐρίσκονται στο εσω-

τερικό ή στην περιφέρεια του MEC. Το µόνο σενάριο που δεν αναλύθηκε είναι η περίπτωση

όπου ένα ϱοµπότ r3 ϐρίσκεται στην περιφέρεια του MEC όπου µπορεί να προκύψει αυτό το

σενάριο και είναι αυτό που ϑα αναλυθεί στην κατάσταση 2.

Από τα πιο πάνω προκύπτει ότι το σηµείο προορισµού (TP - target point του r1 στο οποίο ϑα

πρέπει να κινηθεί είναι το κέντρο του MEC όπου είναι και το κέντρο της ευθείας γραµµής

που ενώνει τα 2 ϱοµπότ.

Είναι ξεκάθαρο ότι από την τροχιά που ϑα ακολουθήσει το r1 για να ϕτάσει στο T(r1) δεν
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µπορεί να προκύψει κάποια σύγκρουση αφού δεν ϑα υπάρξει κάποιο τρίτο ϱοµπότ που ϑα

περάσει από την τροχιά που ϑα ακολουθήσει το r1. Η µόνη δυνατή σύγκρουση που µπορεί

να προκύψει σε αυτή την κατάσταση και αυτό το σενάριο είναι η σύγκρουση µεταξύ του r1

και r2 στο σηµείο προορισµού. Αυτό προϋποθέτει ότι το r2 δεν έχει άλλους γείτονες παρά

το r1 (για να έχει τον ίδιο MEC και συνάµα το ίδιο T(r2)) και επίσης ότι τα 2 ϱοµπότ ϑα

κινηθούν ακριβώς την ίδια χρονική στιγµή προς το σηµείο προορισµού (αφού κινούνται µε

σταθερή ταχύτητα). Αυτή η σύγκρουση είναι αποδεχτή αφού είναι στο σηµείο όπου γίνεται η

συγκέντρωση - gathering (crash points).

Σχήµα 3.1: Απεικόνιση Σεναρίου 1 - Κατάστασης 1
.

΄Οπως ϕαίνεται και από την πιο πάνω εικόνα (ϐλ. εικόνα 3.1), στο εσωτερικό του κύκλου

(MEC) δεν υπάρχει άλλο ϱοµπότ (δεν µπορεί να υπάρξει επειδή αν υπήρχε ϑα είχαµε διαφο-

ϱετικό MEC) και στην περιφέρεια του υπάρχουν τα ϱοµπότ r1 και r2. Σε αυτή την κατάσταση,

ο µοναδικός γείτονας του r1 είναι το r2 (αλλιώς ϑα είχαµε διαφορετικό MEC). ΄Αρα είναι προ-

ϕανές ότι δεν µπορεί να υπάρξει κάποια σύγκρουση του ϱοµπότ r1 µε κάποιο άλλο ϱοµπότ

αφού δεν πρόκειται να περάσει κάποιο άλλο ϱοµπότ από την τροχιά του r1 (µαύρη γραµµή).

Στην περίπτωση που και το r2 έχει ως µοναδικό γείτονα το r1, τότε από τον αλγόριθµο ϑα

προκύψει ότι το r1 και r2 ϑα έχουν τον ίδιο MEC και κατ’ επέκταση το ίδιο σηµείο προορισµο-

ύ. Στην περίπτωση όπου ξεκινήσουν να κινούνται ακριβώς την ίδια χρονική στιγµή (σταθερή
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ταχύτητα) τότε ϑα υπάρχει σύγκρουση στο σηµείο προορισµού το οποίο είναι το κέντρο του

MEC. Αυτή η σύγκρουση είναι αποδεχτή αφού ϑα προκύψει στο σηµείο προορισµού (crash

point).

3.2.3 Περίπτωση 2 - Στην περιφέρεια του MEC ϐρίσκονται 3 ϱοµπότ

Σε αυτή την περίπτωση, το ϱοµπότ r1 που εκτελεί τον αλγόριθµο, ϐρίσκεται στην περι-

ϕέρεια του MEC και επίσης, στην περιφέρεια ϐρίσκεται ακόµη δύο άλλα ϱοµπότ r2 και r3.

Συνολικά, στην περιφέρια του MEC ϐρίσκονται 3 ϱοµπότ, ένα εκ των οποίων εκτελεί τον

αλγόριθµο.

΄Οπως αναφέρθηκε και πιο πάνω (ϐλ. χαρακτηριστικά και ιδιότητες MEC: 2.4), στην περι-

ϕέρεια του MEC, ο µέγιστος αριθµός ϱοµπότ που µπορεί να προκύψουν είναι 3. Αυτό ισχύει

λόγο της ιδιότητας του MEC που λέει ότι το τρίγωνο που προκύπτει από την ένωση των 3

σηµείων στην περιφέρεια του, πρέπει να είναι οξύ, δηλαδή όλες οι γωνιές να είναι < 90◦.

΄Οπως παρατηρήθηκε από τις προσοµοιώσεις των καταστάσεων, δεν µπορεί να προκύψει ένα

άλλο 4ο ϱοµπότ r4 το οποίο να ϐρίσκεται στο εσωτερικό του MEC όταν υπάρχουν είδη άλλα

3 ϱοµπότ στην περιφέρεια. Επίσης, όπως είδη αναφέρθηκε ούτε στην περιφέρεια του MEC

µπορεί να υπάρξει ένα άλλο 4ο ϱοµπότ r4 επειδή, δεν ϑα ικανοποιείται η συνθήκη του MEC

που πρέπει να ισχύει ότι το τρίγωνο που δηµιουργείται µεταξύ των σηµείων πρέπει να είναι

οξύ.

Πιο κάτω, ϑα δειχθούν σε µορφή γραφηµάτων οι διάφορες καταστάσεις που µπορεί να προ-

κύψουν σε ένα τέτοιο σενάριο και ϑα αποδειχθεί γιατί δεν µπορεί να υπάρχει collision µεταξύ

του ϱοµπότ r1 και κάποιου άλλου ϱοµπότ.
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Σχήµα 3.2: Απεικόνιση Σεναρίου 1 - Κατάστασης 2.1
.

Στην πιο πάνω εικόνα (ϐλ. εικόνα Αʹ.7), παρατηρείται ότι το τρίγωνο που προκύπτει µεταξύ

των σηµείων R1, R2, R3 είναι ορθογώνιο τρίγωνο. Αυτό το σενάριο δεν µπορεί να προκύψει

επειδή µε αυτό τον τρόπο καταρρίπτεται η συνθήκη του MEC που λέει ότι το τρίγωνο που

προκύπτει είναι οξύ (ϐλ. χαρακτηριστικά και ιδιότητες MEC: 2.4). Σε αυτή την περίπτωση

δεν είναι οξύ αλλά ορθογώνιο. Επίσης, ακόµη ένα κριτήριο που αποδεικνύει ότι δεν µπορεί

να προκύψει αυτό το σενάριο είναι το κριτήριο 1 από τα κριτήρια του γραφήµατος Gabriel

(ϐλ. 2.5) όπου καθορίζονται οι γείτονες του r1, όπου αναφέρεται ότι ο κλειστός δίσκος που

περικλείει τα σηµεία r1 και r2 δεν πρέπει να περιέχει άλλο ϱοµπότ. Σε αυτή την περίπτωση,

περιέχει το ϱοµπότ r3 στην περιφέρεια του.

Αποδείχθηκε µε ϐάση τα χαρακτηριστηκά και ιδιότητες του MEC και ϐάση των κριτηρίων για

τον καθορισµό των γειτόνων του γραφήµατος Gabriel, ότι το πιο πάνω σενάριο δεν µπορεί να

προκύψει από τον αλγόριθµο. ΄Επεται ότι δεν ϑα υπάρχουν collisions.

Στην κατάσταση που παρουσιάζεται στην πιο πάνω εικόνα (ϐλ. εικόνα 3.3), παρατηρείται ένα

πιθανό σενάριο αφού πληρούνται όλα τα κριτήρια του MEC (ϐλ. χαρακτηριστικά και ιδιότητες

MEC: 2.4) και του γραφήµατος Gabriel (ϐλ. 2.5). ∆ηλαδή, το τρίγωνο που προκύπτει
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Σχήµα 3.3: Απεικόνιση Σεναρίου 1 - Κατάστασης 2.2
.

µεταξύ των 3ων σηµείων είναι οξύ (< 90◦) και επίσης, οι δίσκοι που περικλείουν τα σηµεία

R1R3 και R1R2 αντίστοιχα, δεν περιέχουν άλλα ϱοµπότ στο εσωτερικό τους. Από τη στιγµή

που αποδείχθηκε ότι µπορεί να προκύψει µια τέτοια κατάσταση, ϑα διερευνηθεί κατά πόσο

µπορούν να υπάρξουν collisions.

Βάση του πιο πάνω γραφήµατος (ϐλ. εικόνα 3.3), και λαµβάνοντας υπόψιν τον αλγόριθµο (ϐλ.

αλγόριθµο 2.2.3), το R1 ϑα κινηθεί προς το σηµείο προορισµού του target point που είναι

το κέντρο του MEC (σηµείο C). Η κίνηση του R1 ϑα είναι σε ευθεία γραµµή και µε µέγιστη

ταχύτητα 1 (ϐάση των πιο πάνω υποθέσεων: 3.1). ΄Αρα, η τροχιά που ϑα ακολουθήσει το

R1, ϑα είναι η διάµετρος του πράσινου κύκλου που ϕαίνεται πιο πάνω. Για να ελεγχθεί

κατά πόσο µπορεί να προκύψουν collisions, ϑα πρέπει να διερευνηθεί αν ϑα υπάρξει κάποιο

ϱοµπότ που ϑα περάσει από την τροχιά του R1.

Στο εσωτερικό του MEC δεν µπορεί να υπάρξει άλλο ϱοµπότ, επειδή, αν υπήρχε τότε δεν

ϑα ίσχυε το κριτήριο του γραφήµατος Gabriel (ϐλ. 2.5). ΄Οπως ϕαίνεται και στην εικόνα

(ϐλ. εικόνα 3.3), όλη η περιοχή του εσωτερικού του MEC είναι γκρίζα, που σηµαίνει ότι δεν

µπορεί να υπάρξει άλλο ϱοµπότ στο εσωτερικό του. Αν υπήρχε, τότε ϑα είχαµε διαφορετικό

Λάµ
προ

ς ∆
ηµ

ητρ
ίου



3.2. ΣΕΝΑΡΙΟ 1 - ΤΟ R1 ΒΡΙΣΚΕΤΑΙ ΣΤΗΝ ΠΕΡΙΦΕΡΕΙΑ ΤΟΥ MEC 29

MEC και άλλους γείτονες του R1 και κατ΄ επέκταση διαφορετικό γράφηµα Gabriel.

∆εν µας ενδιαφέρουν τα ϱοµπότ που ϐρίσκονται στο εξωτερικό του MEC, επειδή είναι δεδο-

µένο ότι δεν είναι γείτονες µε το R1 (αν ήταν ϑα έπρεπε να ϐρίσκονται στο εσωτερικό του

MEC και έτσι ϑα είχαµε διαφορετικό MEC), άρα δεν ϑα έχουν τροχιά προς το εσωτερικό του

MEC.

Επίσης, ο πράσινος κύκλος πιο πάνω, µας υποδηλώνει το safe zone του R1. Για να υπήρχε

collision, ϑα έπρεπε να υπάρχει κάποιο ϱοµπότ στο εσωτερικό ή στην περίµετρο του πράσινου

κύκλου το οποίο ϑα διασταύρωνε την τροχιά του R1. ΄Οπως ήδη έχουµε αποδείξει, δεν µπορεί

να υπάρξει τέτοιο σενάριο, άρα έπεται ότι δεν ϑα υπάρξουν collision ούτε σε µια τέτοια

κατάσταση.

Πιο κάτω, στα παραρτήµατα (ϐλ. Παράρτηµα Αʹ), απεικονίζονται διάφορα γραφήµατα µιας

τέτοιας κατάστασης µε διαφορετικές ϑέσεις των ϱοµπότ πάνω στην περιφέρεια του MEC, οι

οποίες αποδεικνύουν το ότι δεν µπορεί να υπάρξει κάποιο collision σε µια τέτοια κατάσταση.

Η απόδειξή έγινε πιο πάνω.

3.2.4 Περίπτωση 3 - Στην περιφέρεια του MEC ϐρίσκονται 3 ϱοµπότ

και στο εσωτερικό του υπάρχουν ϱοµπότ

Σε αυτή την περίπτωση, υπάρχουν 3 ϱοµπότ στην περιφέρεια του MEC όπως και στην κα-

τάσταση 2, αλλά σε αυτή την κατάσταση µπορεί να υπάρξει και ϱοµπότ στο εσωτερικό του

MEC.

Αυτή η περίπτωση µπορεί να τύχει όταν η γωνία του τριγώνου R2R1R3 (η γωνία του ϱοµπότ

R1) είναι κοντά στις 90◦ (ϐλ. εικόνα 3.4). ΄Οσο πιο κοντά στις 90◦ ϐρίσκεται η γωνία του

ϱοµπότ R1 και οι γωνίες των ϱοµπότ R2 και R3 είναι κοντά στις 45◦, τόσο πιο µεγάλο εµβαδό

ϑα υπάρχει στο εσωτερικό του MEC (άσπρο χρώµα) όπου µπορεί να υπάρξει ένα άλλο 4ο

ϱοµπότ. Αυτό που επεξηγήθηκε, αναπαριστάται στην ακόλουθη εικόνα (ϐλ. εικόνα 3.4) και

έτσι µπορεί να κατανοηθεί καλύτερα.Λάµ
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Σχήµα 3.4: Απεικόνιση Σεναρίου 1 - Κατάστασης 3.1
.

Στην πιο πάνω εικόνα (ϐλ. εικόνα 3.4), στο δεξί ηµισφαίριο του MEC (άσπρο χρώµα), παρα-

τηρείται η περιοχή όπου µπορεί να υπάρξει κάποιο άλλο ϱοµπότ.

Παρόλα αυτά, ϐάση του ϑεωρήµατος που αναφέρει ότι το γράφηµα Gabriel είναι ένα υπο-

γράφηµα subgraph του τριγωνισµού Delaunay (ϐλ. ϑεώρηµα 2.9.1), δεν µπορεί να προκύψει

το πιο πάνω σενάριο, επειδή ο τριγωνισµός Delaunay µας λέει ότι ο κύκλος που επικαλύπτει

τις 3 κορυφές του τριγώνου που δηµιουργούνται από τα 3 σηµεία, δεν µπορεί να περιέχει

άλλο σηµείο στο εσωτερικό του. Στην προκειµένη περίπτωση, ο εν λόγο κύκλος είναι και ο

MEC.

Οπόταν, µε αυτό τον τρόπο αποδεικνύετε ότι σε ένα σενάριο όπου υπάρχουν 3 ϱοµπότ στην

περιφέρεια του MEC, δεν µπορεί να υπάρξει 4ο ϱοµπότ στο εσωτερικό του. ΄Επεται ότι δεν

ϑα υπάρξει σύγκρουση µεταξύ του R1 και κάποιου 4ου ϱοµπότ.
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3.2.4.1 ∆ιερεύνηση συγκρούσεων ΑΝ ∆ΕΝ ΙΣΧΥΕ το ϑεώρηµα: ¨Ο γράφος Gabriel

είναι υπογράφος του τριγωνισµού Delaunay¨

Σε αυτό το υποκεφάλαιο, ϑα αναλυθεί κατά πόσο ϑα µπορούσε να υπάρχει κάποια σύγκρουση

µεταξύ R1 και R4 ΑΝ ∆ΕΝ ΙΣΧΥΕ το ϑεώρηµα που αναφέρει ότι το γράφηµα Gabriel είναι

ένα υπογράφηµα του τριγωνισµού Delaunay (ϐλ. ϑεώρηµα 2.9.1) και έτσι ϑα µπορούσε να

υπάρξει ένα 4ο ϱοµπότ στο εσωτερικό του MEC.

Σχήµα 3.5: Απεικόνιση Σεναρίου 1 - Κατάστασης 3.2
.

Στην πιο πάνω κατάσταση (ϐλ. εικόνα 3.5), όπου το MEC του R1 εµπεριέχει και ένα άλλο

4ο ϱοµπότ στο εσωτερικό του, το οποίο είναι και γείτονας µε το R1, ϑα εξεταστεί αν µπορεί

να υπάρξει collision µεταξύ R1 και R4. Το R4, εκτός από το R1, έχει και σαν γείτονες το R2

και R3 ϐάση του αλγορίθµου (ϐλ. αλγόριθµο 2.2.3).

Η µόνη περίπτωση που το R4 ϑα έχει διαφορετικό MEC από το R1, είναι να έχει και άλλους

γείτονες. Μόνο αν έχει γείτονες στο εξωτερικό του πιο πάνω MEC, τότε ϑα µπορεί να έχει

διαφορετικό MEC το R4. Αν ισχύει αυτή η περίπτωση, τότε είναι δεδοµένο ότι το MEC του R4

ϑα είναι µετατοπισµένο προς τα δεξιότερα (µόνο εξωτερικά του δεξιού ηµισφαιρίου µπορεί να
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έχει άλλους γείτονες) και κατ’ επέκταση και το σηµείο προορισµού (target point) του R4 ϑα

είναι δεξιότερα.

Αυτό σηµαίνει ότι δεν µπορεί να υπάρξει σύγκρουση µεταξύ R1 και R4, επειδή, µε ϐάση τα

σηµεία προορισµού τους, δεν ϑα διασταυρωθούν οι τροχιές τους.

Στην περίπτωση όπου το R1 και R4 έχουν τον ίδιο MEC (και κατ’ επέκταση το ίδιο σηµείο

προορισµού), τότε, το µόνο σηµείο που µπορεί να συγκρουστούν είναι το κέντρο του MEC

(σηµείο προορισµού), που αυτή η περίπτωση είναι αποδεχτή όπως επεξηγήθηκε πιο πάνω

(crash point, ϐλ. 3.1).

Σχήµα 3.6: Απεικόνιση Σεναρίου 1 - Κατάστασης 3.3
.

Στην εικόνα 3.6 πιο πάνω, παρατηρείται µια ανάλογη περίπτωση µε το προηγούµενο σενάριο.

Σε περίπτωση που στο εσωτερικό του MEC υπάρξει και ένα άλλο 5ο ϱοµπότ, τότε είναι

δεδοµένο µε ϐάση τα κριτήρια του γραφήµατος Gabriel (ϐλ. 2.5) ότι ϑα είναι γείτονας µόνο

µε το R4. Αυτό σηµαίνει ότι το MEC δεν ϑα επηρεαστεί καθόλου και το R4 ϑα έχει ακριβώς

το ίδιο σηµείο προορισµού.
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Σχήµα 3.7: Απεικόνιση Σεναρίου 1 - Κατάστασης 3.4
.

Το πιο πάνω σενάριο στην εικόνα 3.7, έχει µεγάλη πιθανότητα σύγκρουσης στο κέντρο του

κύκλου σε περίπτωση που το R4 δεν έχει άλλους γείτονες πέραν του R1, R2 και R3. Παρόλα

αυτά, όπως ήδη έχουµε αναφέρει, η σύγκρουση ϑα είναι αποδεχτή επειδή ϑα είναι στο σηµείο

προορισµού (crash point, ϐλ. 3.1).

΄Οπως ήδη αναφέρθηκε, σε αυτό το υποκεφάλαιο διερευνήθηκε κατά πόσο ϑα µπορούσαν να

υπάρξουν συγκρούσεις ΑΝ ∆ΕΝ ΙΣΧΥΕ το ϑεώρηµα που αναφέρει ότι το γράφηµα Gabriel

είναι ένα υπογράφηµα του τριγωνισµού Delaunay.

Παρόλα αυτά, αφού έχει αποδηχθεί στη ϐιβλιογραφία ότι ισχύει αυτό το ϑεώρηµα (ϐλ. ϑεώρη-

µα 2.9.1), έτσι είναι προφανές ότι τα σενάρια που παρουσιάστηκαν σε αυτό το υποκεφάλαιο

δεν µπορούν να υπάρξουν, και έτσι, έπεται ότι δεν ϑα υπάρξουν συγκρούσεις.
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3.3 Σενάριο 2 - Το r1 ϐρίσκεται στο εσωτερικό του MEC

3.3.1 Εισαγωγή

Σε αυτό το σενάριο, το ϱοµπότ r1 (εκτελεί τον αλγόριθµο) είναι δεδοµένο ότι ϑα ϐρίσκεται

στο εσωτερικό του MEC ο οποίος υπολογίστηκε από το σηµείο 2 του αλγορίθµου Go-To-

The- Gabriel-Center (GTGC, ϐλ. αλγόριθµο εδώ: 2.2.3). Σε αυτό το σενάριο, το MEC

µπορεί να έχει το πολύ 3 ϱοµπότ στην περιφέρεια του, ϐάση των ιδιοτήτων του ελάχιστου

κύκλου κάλυψης (MEC, ϐλ. χαρακτηριστικά και ιδιότητες εδώ: 2.4) αλλά όχι το ϱοµπότ

r1. Οι καταστάσεις που µπορεί να προκύψουν σε αυτό το σενάριο αναλύονται στα ακόλουθα

υποκεφάλαια.

3.3.2 Περίπτωση 1 - Στην περιφέρεια του MEC υπάρχουν 3 ϱοµπότ

που γειτνιάζουµε µε το r1

Σε αυτή την περίπτωση, το ϱοµπότ r1 ϐρίσκεται στο εσωτερικό του MEC, και στην περιφέρεια

του MEC υπάρχουν άλλα 3 ϱοµπότ (r2, r3, r4) τα οποία είναι γείτονες µε το r1.

Σε αυτή την κατάσταση, είναι δεδοµένο ότι τα 3 ϱοµπότ που είναι γείτονες του r1, δεν µπορούν

να είναι και γείτονες µεταξύ τους. ∆ηλ.:

Το r1 ϐρίσκεται στο εσωτερικό του MEC και τα ϱοµπότ r2, r3, r4 ϐρίσκονται στην περιφέρεια

του MEC. Είναι δεδοµένο ότι το r1 έχει γείτονες το r2, r3, r4. ∆εν µπορεί να ισχύουν οι

ακόλουθες 3 συνθήκες ταυτόχρονα, παρά µόνο η µια από τις τρεις :

1. Το r2 έχει σαν γείτονες το r1, r3, r4

2. Το r3 έχει σαν γείτονες το r1, r2, r4

3. Το r4 έχει σαν γείτονες το r1, r2, r3
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Σχήµα 3.8: Απεικόνιση Σεναρίου 2 - Κατάστασης 1.1
.

΄Οπως ϕαίνεται στην πιο πάνω εικόνα 3.8, το r1 έχει σαν γείτονες το r2, r3 και r4. Το r2 έχει

σαν γείτονες το r1 και r3. Το r3 έχει σαν γείτονες το r1, r2 και r4. Το r4 έχει σαν γείτονες το

r1 και r3. ΄Αρα, από τις τρεις πιο πάνω συνθήκες, ισχύει µόνο η 2η.

Το r2 και r4 δεν µπορούν να είναι γείτονες µεταξύ τους επειδή αν ήταν τότε δεν ϑα ίσχυαν τα

2 κριτήρια του γραφήµατος Gabriel (ϐλ. εδώ: 2.5).

Επίσης, ϐάση του ϑεωρήµατος που µας λέει ότι ένα γράφηµα Γαβριελ είναι και γράφηµα

πλαναρ (ϐλ. εδώ: 2.9.2), τότε δεν πρέπει να υπάρχουν ακµές που διασταυρώνονται µεταξύ

τους σε ένα γράφηµα planar. ΄Οπως ϕαίνεται στην εικόνα 3.8, αν τα ϱοµπότ r2 και r4 ήταν

γείτονες µεταξύ τους, τότε οι ακµές r1r3 και r2r4 ϑα διασταυρώνονταν µεταξύ τους, κάτι το

οποίο δεν µπορεί να ισχύει.

΄Επεται η απόδειξη ότι από τις τρεις πιο πάνω συνθήκες, µόνο η µια µπορεί να ισχύει.

Συνοπτικά, σε ένα MEC το οποίο περιέχει 3 ϱοµπότ στην περιφέρεια του, και τα 3 αυτά

ϱοµπότ είναι γειτονικά µε ένα ϱοµπότ που ϐρίσκεται στο εσωτερικό του MEC και ο MEC
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είναι αυτός του εσωτερικού ϱοµπότ, τότε τα 3 αυτά ϱοµπότ δεν µπορούν να γειτονεύουν όλα

µεταξύ τους. Τουλάχιστον τα 2 από τα 3 ϱοµπότ, δεν ϑα γειτονεύουν µεταξύ τους (ϐλ. εικόνα

3.8, ϱοµπότ r2, r4).

Πιο κάτω, στα παραρτήµατα (ϐλ. Παράρτηµα Βʹ), παραθέτονται διάφορες προσοµοιώσεις αυ-

τής της κατάστασης µε διαφορετικές ϑέσεις των ϱοµπότ που ενδυναµώνουν αυτή την πρότα-

ση.

Σε όλα τα πιο πάνω γραφήµατα, παρατηρείται ότι ικανοποιούνται τα ακόλουθα ϑεωρήµα-

τα :

• Θεώρηµα γραφήµατος Gabriel (ϐλ. 2.5)

– Σε κάθε κλειστό δίσκο που περικλείει 2 γειτονικά ϱοµπότ, δεν υπάρχει άλλο ϱο-

µπότ στο εσωτερικό του.

• Το γράφηµα Gabriel είναι υπο-γράφος του τριγωνισµού Delaunay (ϐλ. 2.9.1)

– Το ϑεώρηµα του τριγωνισµού Delaunay µας λέει ότι ο δίσκος (εικόνα 3.8, πορ-

τοκαλί χρώµα µε διακεκοµµένες γραµµές) που επικαλύπτει τις τρεις άκριες του

τριγώνου που προκύπτει από τρία γειτονικά σηµεία, δεν πρέπει να περιέχει άλλο

ϱοµπότ στο εσωτερικό του. Παρατηρείται ότι ικανοποιείται το πιο πάνω ϑεώρηµα.

• Το γράφηµα Gabriel είναι και γράφηµα Planar (ϐλ. 2.9.2)

– Παρατηρείται ότι δεν υπάρχουν ακµές που να διασταυρώνονται µεταξύ τους (ει-

κόνα 3.8, µπλε διακεκοµµένες γραµµές).

Σε αυτό το σηµείο, ϑα εξεταστεί κατά πόσο µπορούν να προκύψουν συγκρούσεις µεταξύ του

ϱοµπότ r1 και των ϱοµπότ r2, r3, r4 (ϱοµπότ που ϐρίσκονται στην περιφέρεια του MEC του

r1). Το κυριότερο που µας ενδιαφέρει είναι να εξεταστεί κατά πόσο οποιοδήποτε άλλο ϱοµπότ

πέραν του r1, ϑα έχει τροχιά η οποία ϑα διαπεράσει από τον πράσινο κύκλο ο οποίος είναι

και το safe zone του r1. Μόνο σε µια τέτοια περίπτωση µπορεί να υπάρξει σύγκρουση αφού

οι τροχιές των δύο ϱοµπότ ϑα διασταυρωθούν.

Θα χρησιµοποιήσουµε σαν αναφορά το ακόλουθο γράφηµα µε την ακόλουθη κατάσταση (ϐλ.

εικόνα 3.9).

Λάµ
προ

ς ∆
ηµ

ητρ
ίου



3.3. ΣΕΝΑΡΙΟ 2 - ΤΟ R1 ΒΡΙΣΚΕΤΑΙ ΣΤΟ ΕΣΩΤΕΡΙΚΟ ΤΟΥ MEC 37

Σχήµα 3.9: Απεικόνιση Σεναρίου 2 - Κατάστασης 1.8
.

Το ϱοµπότ r2, έχει σαν γείτονες το r1 και r3. Σε περίπτωση που δεν έχει άλλο γειτονικό

ϱοµπότ, τότε το σηµείο προορισµού του r2 (T(r2)) είναι δεδοµένο ότι ϑα ϐρίσκεται στο πρώτο

τεταρτηµόριο του πιο πάνω MEC (MEC του r1, εικόνα 3.9). Σε περίπτωση που το r2 έχει και

άλλους γείτονες, είναι δεδοµένο ότι αυτοί ϑα ϐρίσκονται έξω από το MEC και συγκεκριµένα

πιο πάνω από το r2 ως προς τον y άξονα. Αυτό οδηγεί στο συµπέρασµα ότι και το σηµείο

προορισµού του r2 ϑα ϐρίσκεται πιο πάνω. Και στις 2 περιπτώσεις, είναι δεδοµένο ότι η

τροχιά που ϑα ακολουθήσει το ϱ2 για να ϕθάσει στο σηµείο προορισµού του, δεν πρόκειται

να διασταυρωθεί µε την τροχιά που ϑα ακολουθήσει το r1.

Το ϱοµπότ r3, έχει σαν γείτονες το r1, r2 και r4. Σε περίπτωση που δεν έχει άλλο γειτονικό

ϱοµπότ, τότε το σηµείο προορισµού του (T(r3)) είναι προφανές ότι ϑα ϐρίσκεται δεξιότερα

από το T(r1). Σε περίπτωση που το r3 έχει και άλλους γείτονες, είναι δεδοµένο ότι αυτοί

ϑα ϐρίσκονται έξω από το MEC του r1 και συγκεκριµένα δεξιότερα από το r3. Αυτό οδηγεί

στο συµπέρασµα ότι και το σηµείο προορισµού του r3 ϑα ϐρίσκεται δεξιότερα. Και στις

2 περιπτώσεις, είναι δεδοµένο ότι η τροχιά που ϑα ακολουθήσει το r3 για να ϕθάσει στο

σηµείο προορισµού του, δεν πρόκειται να διασταυρωθεί µε την τροχιά που ϑα ακολουθήσει
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το r1.

Το ϱοµπότ r4, έχει σαν γείτονες το r1 και r3. Σε περίπτωση που δεν έχει άλλο γειτονικό

ϱοµπότ, τότε το σηµείο προορισµού του (T(r4)) είναι προφανές ότι ϑα ϐρίσκεται στο δεύτερο

τεταρτηµόριο του πιο πάνω MEC (MEC του r1). Σε περίπτωση που το r4 έχει και άλλους

γείτονες, είναι δεδοµένο ότι αυτοί ϑα ϐρίσκονται έξω από το MEC και συγκεκριµένα πιο κάτω

από το r4 (το πιο πιθανό, µπορεί να ϐρίσκεται και δεξιότερα). Αυτό οδηγεί στο συµπέρα-

σµα ότι και το σηµείο προορισµού του r4 ϑα ϐρίσκεται πιο κάτω (ή δεξιότερα). Και στις 2

περιπτώσεις, είναι δεδοµένο ότι η τροχιά που ϑα ακολουθήσει το r4 για να ϕθάσει στο ση-

µείο προορισµού του, δεν πρόκειται να διασταυρωθεί µε την τροχιά που ϑα ακολουθήσει το

r1.

Η πιο πάνω ανάλυση καλύπτει πλήρως όλα τα σηµεία που µπορεί να ϐρεθούν τα ϱοµπότ r2,

r3 και r4 στην περιφέρεια του MEC καθώς και τα σηµεία που µπορεί να ϐρεθεί το r1 µέσα

στο MEC.

3.3.3 Περίπτωση 2 - Στην περιφέρεια του MEC υπάρχουν 3 ϱοµπότ

που γειτνιάζουν µε το r1 και στο εσωτερικό υπάρχουν και άλλα

ϱοµπότ πέραν του r1

Σε αυτή την περίπτωση, το ϱοµπότ r1 ϐρίσκεται στο εσωτερικό του MEC, και στην περιφέρεια

του υπάρχουν άλλα 3 ϱοµπότ (r2, r3, r4) τα οποία είναι γείτονες µε το r1. Επιπλέον, στο

εσωτερικό του MEC υπάρχει/υπάρχουν κι άλλο/άλλα ϱοµπότ πέραν του r1.

Οι τοποθεσίες που µπορεί να ϐρεθεί ένα ϱοµπότ στο εσωτερικό του MEC, είναι όπου δεν

υπάρχει χρωµατιστός κύκλος και το χρώµα της περιοχής είναι άσπρο (ϐλ. εικόνα 3.10).

Αυτό ισχύει έτσι ώστε να ικανοποιούνται οι συνθήκες και τα ϑεωρήµατα του γραφήµατος

Γαβριελ (2.5), του τριγωνισµού Delaunay (2.9.1) και του γραφήµατος Planar 2.9.2.

Πιο κάτω στην εικόνα 3.10 παρουσιάζεται µια κατάσταση που µπορεί να προκύψει και είναι

αποδεκτή, µε 3 ϱοµπότ στην περιφέρεια του MEC του r1 και 3 στο εσωτερικό του.
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Σχήµα 3.10: Απεικόνιση Σεναρίου 2 - Κατάστασης 2.1
.

• Λίστα γειτνίασης:

• r1: r2 -> r3 -> r4 -> r5 -> r6

• r2: r1 -> r3 -> r5

• r3: r1 -> r2 -> r4

• r4: r1 -> r3 -> r6

• r5: r1 -> r2 -> r6

• r6: r1 -> r4 -> r5

Το ϱοµπότ r2, έχει σαν γείτονες το r1, r3 και r5. Είτε έχει, είτε δεν έχει άλλο γειτονικό ϱοµπότ

στο εξωτερικό του MEC, είναι δεδοµένο ότι το σηµείο προορισµού του r2 (T(r2)) ϑα ϐρίσκεται

πιο πάνω από το σηµείο προορισµού του r1 (T(r1)). Αυτό οδηγεί στο συµπέρασµα ότι η

τροχιά που ϑα ακολουθήσει το r2 για να ϕθάσει στο σηµείο προορισµού του, δεν πρόκειται

να διασταυρωθεί µε την τροχιά που ϑα ακολουθήσει το r1. ΄Επεται ότι δεν µπορεί να υπάρξει

σύγκρουση µεταξύ r1 και r2.
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Το ϱοµπότ r3, έχει σαν γείτονες το r1, r2 και r4. Σε περίπτωση που δεν έχει άλλο γειτονικό

ϱοµπότ, τότε το σηµείο προορισµού του (T(r3)) είναι δεδοµένο ότι ϑα ϐρίσκεται δεξιότερα

από το σηµείο προορισµού του r1 (T(r1)). Σε περίπτωση που το r3 έχει και άλλους γείτονες,

είναι εύκολο να δειχθεί ότι αυτοί ϑα ϐρίσκονται έξω από το MEC και συγκεκριµένα δεξιότερα

από το r3. Αυτό οδηγεί στο συµπέρασµα ότι και το σηµείο προορισµού του r3 ϑα ϐρίσκεται

δεξιότερα. Και στις 2 περιπτώσεις, συµπεραίνεται ότι η τροχιά που ϑα ακολουθήσει το r3 για

να ϕθάσει στο σηµείο προορισµού του, δεν πρόκειται να διασταυρωθεί µε την τροχιά που ϑα

ακολουθήσει το r1. ΄Επεται ότι δεν µπορεί να υπάρξει σύγκρουση µεταξύ r1 και r3.

Το ϱοµπότ r4, έχει σαν γείτονες το r1, r3 και r6. Είτε έχει, είτε δεν έχει άλλο γειτονικό ϱοµπότ

στο εξωτερικό του MEC, είναι δεδοµένο ότι το σηµείο προορισµού του r4 (T(r4)) ϑα ϐρίσκεται

δεξιότερα από το σηµείο προορισµού του r1 (T(r1)). Αυτό οδηγεί στο συµπέρασµα ότι η

τροχιά που ϑα ακολουθήσει το r4 για να ϕθάσει στο σηµείο προορισµού του, δεν πρόκειται

να διασταυρωθεί µε την τροχιά που ϑα ακολουθήσει το r1. ΄Επεται ότι δεν µπορεί να υπάρξει

σύγκρουση µεταξύ r1 και r4.

Το ϱοµπότ r5, έχει σαν γείτονες το r1, r2 και r6. Είτε έχει, είτε δεν έχει άλλο γειτονικό ϱοµπότ

στο εξωτερικό του MEC, είναι δεδοµένο ότι το σηµείο προορισµού του r5 (T(r5)) ϑα ϐρίσκεται

αριστερότερα από το r1. Αφού το r1 ϑα κινηθεί προς τα δεξιά και πάνω για να ϕθάσει στο

σηµείο προορισµού του, και το σηµείο προορισµού του r5 (ϑα κινηθεί προς τα κει) είναι

αριστερότερα από το r1, συµπεραίνεται ότι οι τροχιές που ϑα ακολουθήσουν τα 2 ϱοµπότ (r1,

r5) δεν πρόκειται να διασταυρωθούν. ΄Επεται ότι δεν µπορεί να υπάρξει σύγκρουση µεταξύ

r1 και r5.

Το ϱοµπότ r6, έχει σαν γείτονες το r1, r4 και r5. Πιο κάτω, στην εικόνα 3.11, ϕαίνεται

µε λιλά χρώµα το MEC του r6 που ϑα υπολογιστεί από τον αλγόριθµο σε περίπτωση που

δεν έχει άλλους γείτονες έξω από το MEC του r1. Σε περίπτωση που έχει άλλους γείτονες,

είναι ξεκάθαρο ότι το MEC του r6 ϑα µετακινηθεί προς τα αριστερότερα, όπως και το σηµείο

προορισµού του r6 (T(r6)) το οποίο συµβολίζεται µε CR6 στην εικόνα 3.11. Σε αυτή την

περίπτωση, είναι δεδοµένο ότι η τροχιά που ϑα ακολουθήσει το r6, δεν ϑα διασταυρωθεί µε

αυτή του r1. Στην περίπτωση που το r6 δεν ϑα έχει άλλους γείτονες πέραν του r1, r4 και

r5, το σηµείο προορισµού του r6 που ϑα υπολογιστεί από τον αλγόριθµο, είναι αυτό που

απεικονίζεται (CR6). Παρατηρείτε ότι είναι εχτός του safe zone του r1 (πράσινος κύκλος),

και έτσι συµπεραίνεται ότι οι τροχιές των δύο ϱοµπότ δεν ϑα διασταυρωθούν.
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Μια απορία που πιθανόν να δηµιουργηθεί από τον αναγνώστη είναι η εξής : σε περίπτωση

που µετακινηθούν οι γείτονες του r6 έτσι ώστε να µετακινήσουν το MEC του προς τα πάνω,

τότε δεν ϑα µετακινηθεί και το T(R6) και να εµπίπτει µέσα στο safe zone του r1· Η απάντηση

είναι η εξής : για να µετακινηθεί το MEC του r6 προς τα πάνω, ϑα πρέπει να µετακινηθεί

ένα εκ των δύο ϱοµπότ που ϐρίσκονται στην περιφέρεια του (ή και τα δύο) τα οποία είναι

το r4 και r5. Μια τέτοια µετακίνηση όµως, ϑα άλλαζε ϱιζικά το γράφηµα 3.11, αφού ϑα

άλλαξε και τους γείτονες του κάθε ϱοµπότ. Ως εκ τούτου ϑα άλλαζε και το MEC του κάθε

ϱοµπότ και κατ’ επέκταση το σηµείο προορισµού του. Για παράδειγµα, έστω ότι το ϱοµπότ

r5 µετακινηθεί ελάχιστα προς τα πάνω, τότε, µέσα στο δίσκο που περικλείει τα ϱοµπότ r5 και

r6 (και τα καθιστά γείτονες – συνθήκη γραφήµατος Gabriel), ϑα ϐρεθεί το r1. Αυτό οδηγεί

στο γεγονός ότι πλέον το r5 και r6 δεν µπορούν να είναι γείτονες µεταξύ τους. ΄Ετσι, το MEC

του r6, ϑα αλλάξει ϱιζικά, αφού το r5 ήταν ένα ϱοµπότ στην περιφέρεια του MEC του r6 και

έτσι το επηρεάζει άµεσα.

Σχήµα 3.11: Απεικόνιση Σεναρίου 2 - Κατάστασης 2.2
.
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3.3.4 Περίπτωση 3 - Στην περιφέρεια του MEC ϐρίσκονται 2 ϱοµπότ

και στο εσωτερικό του υπάρχουν ϱοµπότ

Σε αυτή την περίπτωση, το ϱοµπότ r1 ϐρίσκεται στο εσωτερικό του MEC, και στην περιφέρεια

του MEC υπάρχουν άλλα 2 ϱοµπότ (r2, r3) τα οποία είναι γείτονες µε το r1. Επιπλέον, στο

εσωτερικό του MEC υπάρχει/υπάρχουν και άλλο/άλλα ϱοµπότ.

Σε αυτή την κατάσταση, η οποία περιέχει 2 ϱοµπότ (έστω r2, r3) στην περιφέρεια του MEC

του r1, είναι προφανές ότι τα 2 αυτά ϱοµπότ ϑα είναι απέναντι το ένα από το άλλο, δηλαδή,

η ευκλείδεια απόσταση µεταξύ των 2 ϱοµπότ ϑα ισούται µε τη διάµετρο του MEC όπως

ϕαίνεται και στην ακόλουθη εικόνα 3.12. Αυτό προκύπτει από τον αλγόριθµο, έτσι ώστε

να υπολογιστεί το minimal enclosing circle (MEC) του r1. Επίσης, στην εικόνα 3.12, στο

εσωτερικό του MEC, µε άσπρο χρώµα παρουσιάζονται όλα τα πιθανά σηµεία που µπορεί αν

υπάρχει γειτονικό ϱοµπότ µε το r1.

Σχήµα 3.12: Απεικόνιση Σεναρίου 2 - Κατάστασης 3.1
.

Σε αυτό το σηµείο, ϑα εξεταστεί αν µπορεί να υπάρξουν συγκρούσεις σε µια διάταξη που
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το MEC του r1 περιέχει 2 ϱοµπότ στην περιφέρεια του και 5 ϱοµπότ στο εσωτερικό του

(συµπεριλαµβανοµένου και του ϱ1). Αποικονίζεται η συγκεκριµένη διάταξη στην εικόνα

3.13.

Σχήµα 3.13: Απεικόνιση Σεναρίου 2 - Κατάστασης 3.2
.

• Λίστα γειτνίασης:

• r1: r2 -> r3 -> r4 -> r5 -> r6 -> r7

• r2: r1 -> r4

• r3: r1 -> r5

• r4: r1 -> r2 -> r6

• r5: r1 -> r3 -> r6

• r6: r1 -> r4 -> r5

• r7: r1

Το ϱοµπότ r2, το οποίο έχει γείτονες το r1 και r4, αν δεν έχει άλλους γείτονες στο εξωτερικό

Λάµ
προ

ς ∆
ηµ

ητρ
ίου



44 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3. ΑΝΑΛΥΣΗ ΠΕΡΙΠΤΩΣΕΩΝ

του MEC, τότε το σηµείο προορισµού του ϑα ϐρίσκεται µεταξύ του 1ου και 4ου τεταρτηµόριου

του MEC του r1 και πιο ψηλά από το σηµείο προορισµού του r1. Αν το ϱοµπότ r2 έχει και

άλλους γείτονες στο εξωτερικό του MEC, τότε το σηµείο προορισµού του ϑα ϐρίσκεται σε

ακόµη πιο ψηλό σηµείο ως προς τον y άξονα. Βάση αυτών, είναι προφανές ότι η τροχιά του

r2 δεν ϑα διασταυρωθεί µε την τροχιά του r1. ΄Επεται ότι δεν ϑα υπάρξει σύγκρουση µεταξύ

του r1 και r2.

Αντίστοιχα µε το r2, και το ϱοµπότ r3, το οποίο έχει γείτονες το r1 και r5, αν δεν έχει

άλλους γείτονες στο εξωτερικό του MEC, τότε το σηµείο προορισµού του ϑα ϐρίσκεται στο 3ο

τεταρτηµόριο του MEC του r1 και πιο χαµηλά από το σηµείο προοριµσού του ϱ1. Αν έχει

και άλλους γείτονες στο εξωτερικό του MEC, τότε το σηµείο προορισµού του r3 ϑα ϐρίσκεται

σε ακόµη πιο χαµηλό σηµείο ως προς τον y άξονα. Βάση αυτών, είναι προφανές ότι η τροχιά

του r3 δεν ϑα διασταυρωθεί µε την τροχιά του r1. ΄Επεται ότι δεν ϑα υπάρξει σύγκρουση

µεταξύ του r1 και r3.

Τα ϱοµπότ r4, το οποίο έχει γείτονες το r1, r2 και r6, αν δεν έχει άλλους γείτονες στο

εξωτερικό του MEC, τότε το σηµείο προορισµού του ϑα ϐρίσκεται στο 1ο τεταρτηµόριο του

MEC του r1 και πιο ψηλά από το σηµείο προορισµού του r1. Αν έχει και άλλους γείτονες

στο εξωτερικό του MEC, τότε το σηµείο προορισµού του r4 ϑα ϐρίσκεται σε ακόµη πιο ψηλό

σηµείο ως προς τον y άξονα ή ακόµη δεξιότερα από το σηµείο προορισµού του r1 ως προς

τον x άξονα. Βάση αυτών, είναι προφανές ότι η τροχιά του r4 δεν ϑα διασταυρωθεί µε την

τροχιά του r1. ΄Επεται ότι δεν ϑα υπάρξει σύγκρουση µεταξύ του r1 και r4.

Το ϱοµπότ r5, το οποίο έχει γείτονες το r1, r3 και r6, αν δεν έχει άλλους γείτονες στο

εξωτερικό του MEC, τότε το σηµείο προορισµού του ϑα ϐρίσκεται µεταξύ του 2ου και 3ου

τεταρτηµόριου του MEC του r1 και πιο χαµηλά από το σηµείο προορισµού του r1. Αν έχει

και άλλους γείτονες στο εξωτερικό του MEC, τότε το σηµείο προορισµού του r5 ϑα ϐρίσκεται

σε ακόµη πιο χαµηλό σηµείο ως προς τον y άξονα. Βάση αυτών, είναι προφανές ότι η τροχιά

του r5 δεν ϑα διασταυρωθεί µε την τροχιά του r1. ΄Επεται ότι δεν ϑα υπάρξει σύγκρουση

µεταξύ του r1 και r5.

Το ϱοµπότ r7, το οποίο έχει γείτονα το r1, αν δεν έχει άλλους γείτονες στο εξωτερικό του

MEC, τότε το MEC του r7 ϑα έχει διάµετρο την ακµή µεταξύ των σηµείων r1 και r7. Ως εκ

τούτου, το σηµείο προορισµού του r7 ϑα ϐρίσκεται µεταξύ του r1 και r7 (στη µισή απόσταση).

Αν το r7 έχει και άλλους γείτονες στο εξωτερικό του MEC, τότε το σηµείο προορισµού του
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r7 ϑα ϐρίσκεται σε ακόµη πιο µακρινή απόσταση από το r1. Βάση αυτών, είναι προφανές

ότι η τροχιά του r7 δεν ϑα διασταυρωθεί µε την τροχιά του r1. ΄Επεται ότι δεν ϑα υπάρξει

σύγκρουση µεταξύ του r1 και r7.

Το ϱοµπότ r6, το οποίο έχει γείτονες το r1, r4 και r5, αν δεν έχει άλλους γείτονες στο

εξωτερικό του MEC, τότε το σηµείο προορισµού του απεικονίζεται στο πιο κάτω γράφηµα

στην εικόνα 3.14 (Tr6) καθώς και το MEC του µε πορτοκαλί χρώµα. Αν έχει και άλλους

γείτονες στο εξωτερικό του MEC, τότε το σηµείο προορισµού του r6 ϑα ϐρίσκεται σε ακόµη

πιο µακρινή απόσταση από το safe zone (πράσινος κύκλος) του r1. Βάση αυτών, είναι

προφανές ότι η τροχιά του r6 δεν ϑα διασταυρωθεί µε την τροχιά του r1. ΄Επεται ότι δεν ϑα

υπάρξει σύγκρουση µεταξύ του r1 και r6. Παρόλα αυτά, από όλα τα ϱοµπότ στην προκειµένη

κατάσταση, το ϱοµπότ r6 είναι το πιο πιθανόν να ϐρεθεί σε µια κατάσταση όπου µπορεί να

προκαλέσει σύγκρουση µε το r1 για αυτό ϑα γίνει περισσότερη διερεύνηση στο σε ποιες

καταστάσεις µπορεί να ϐρεθεί το συγκεκριµένο ϱοµπότ και µε τι σηµείο προορισµού. Το

ϱοµπότ r7 δεν επηρεάζει αυτή την διερεύνηση, για αυτό και ϑα αφαιρεθεί για σκοπούς

απλότητας.

Σχήµα 3.14: Απεικόνιση Σεναρίου 2 - Κατάστασης 3.3
.
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Σχήµα 3.15: Απεικόνιση Σεναρίου 2 - Κατάστασης 3.4
.

Στο πιο πάνω γράφηµα, στην εικόνα 3.15, παρατηρείται ότι το σηµείο προορισµού του r6

ϐρίσκεται µέσα στο save zone του r1 (πράσινος κύκλος) και πιο συγκεκριµένα ϐρίσκεται πάνω

στην τροχιά που ϑα ακολουθήσει το r1. Αυτό υποδεικνύει ότι οι τροχιές των ϱοµπότ r1 και

r6 έχουν κοινό σηµείο (διασταυρώνονται) και αυτό προκαλεί µεγάλη πιθανότητα σύγκρου-

σης.

Λάµ
προ

ς ∆
ηµ

ητρ
ίου



3.3. ΣΕΝΑΡΙΟ 2 - ΤΟ R1 ΒΡΙΣΚΕΤΑΙ ΣΤΟ ΕΣΩΤΕΡΙΚΟ ΤΟΥ MEC 47

• Σηµ.: σε περίπτωση που το r1 ϐρίσκεται στο εσωτερικό του MEC, τότε είναι δεδοµένο ότι

στην περιφέρεια του MEC ϑα υπάρχουν τουλάχιστον άλλα 2 ϱοµπότ (µέχρι 3) έτσι ώστε να

διαµορφωθεί ο MEC. Αλλιώς το r1 ϑα ϐρισκόταν στην περιφέρεια του MEC. Πιο κάτω στην

εικόνα 3.16 παρουσιάζεται ένα τέτοιο σενάριο το οποίο δεν είναι αποδεκτό. Το r2 ϐρίσκεται

στην περιφέρεια του MEC, µε το r1 να έχει σαν γείτονες το r2 και r3. Σε µια τέτοια περίπτωση,

συµπεραίνεται εύκολα ότι ο κόκκινος κύκλος (MEC του r1), δεν είναι στην πραγµατικότητα

ο minimal enclosing circle, αφού µπορεί να υπολογιστεί και κύκλος µε µικρότερη ακτίνα,

δηλαδή, έχοντας και το r3 στην περιφέρεια του.

Σχήµα 3.16: Απεικόνιση Σεναρίου 2 - Κατάστασης 3.5
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Κεφάλαιο 4

Μαθηµατική Απόδειξη

4.1 Εισαγωγή

Σε αυτό το κεφάλαιο, ϐάση των συµπερασµάτων από τις προσοµοιώσεις που παρουσιάστη-

καν στο προηγούµενο κεφάλαιο, ϑα γίνει µια προσπάθεια να αποδειχθεί µε µαθηµατικό

τρόπο, ότι, ο αλγόριθµος συγκέντρωσης (gathering) Go-To-The-Gabriel-Center (GTGC) είναι

collision-less.

Χρησιµοποιήθηκε σαν αναφορά το γράφηµα στην πιο κάτω εικόνα 4.1. Αρχικά, έχουµε σαν

δεδοµένο ότι το trajectory του ri ϑα έχει κατεύθυνση προς το σηµείο x0y0. Για να υπάρχει

σύγκρουση µεταξύ του ri και του rj, τότε το trajectory του rj ϑα έπρεπε να διασταυρώνει αυτό

του ri. Αυτό σηµαίνει ότι το rj, ϑα έπρεπε να είχε ένα gabriel neighbor για να το αναγκάσει

να κινηθεί προς αυτή την κατεύθυνση (το ίδιο ισχύει και µεταξύ του ri και ϱj). ΄Εστω ότι,

αυτός ο gabriel neighbor του rj είναι το ϱj.

48
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Σχήµα 4.1: Εικόνα αναφοράς για µαθηµατική απόδειξη.

Αρχικά, έγιναν οι ακόλουθες υποθέσεις :

1. Αν το ri και rj είναι gabriel neighbors, τότε το ϱj δεν µπορεί να ϐρίσκεται µέσα στον

δίσκο µε διάµετρο rirj (από gabriel graph κριτήριο 2.5).

2. Αν το ri και ϱj είναι gabriel neighbors, τότε το rj δεν µπορεί να ϐρίσκεται µέσα στον

δίσκο µε διάµετρο riϱj (από gabriel graph κριτήριο 2.5).

3. Αν το rj και ϱj είναι gabriel neighbors, τότε το ri δεν µπορεί να ϐρίσκεται µέσα στον

δίσκο µε διάµετρο rjϱj (από gabriel graph κριτήριο 2.5).

Χρησιµοποιώντας τις πιο πάνω υποθέσεις, και υπολογίζοντας τις εξισώσεις των τριών κύκλων

µε διαµέτρους rirj, riϱj και rjϱj ως προς τις µεταβλητές α, ϐ, γ, δ, έγινε µια προσπάθεια

για υπολογισµό κάποιων ανισοτήτων µεταξύ των µεταβλητών α, ϐ, γ, δ. Βάση των πιο πάνω

υποθέσεων, υπολογίστηκαν οι πιο κάτω ανισότητες :

d[ρj, k(rirj)] > Rrirj

d[rj, k(riρj)] > Rriρj
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d[ri, k(rjρj)] > Rrjρj

Χρησιµοποιώντας το σύστηµα ανισοτήτων, έγινε µια προσπάθεια να αποδειχθεί ότι αυτό το

σύστηµα δεν έχει λύση, που αυτό ϑα οδηγούσε σε αντίφαση των πιο πάνω υποθέσεων.

4.2 Υπολογιζόµενες εξισώσεις

4.2.1 Εξισώσεις κύκλων

Για να υπολογιστούν οι εξισώσεις των τριών κύκλων, πρώτα έπρεπε να υπολογιστούν τα

κέντρα και οι ακτίνες αυτών των κύκλων και ακολούθως να χρησιµοποιηθεί η εξίσωση του

κύκλου:

(x − h)2 + (y − k)2 = r2

όπου (h,k) το κέντρο του κύκλου και r η ακτίνα του κύκλου.

Οι συντεταγµένες των σηµείων ri, rj και ϱj, ϐάση του γραφήµατος 4.1 είναι οι ακόλου-

ϑες :

ri = (−β, 0)

rj = (0, α)

ρj = (−γ,−δ)

(4.1)

όπου, λόγω του viewing range = 1, ισχύει ότι :

0 < α ≤ 1, 0 < β ≤ 1, 0 < γ ≤ 1, 0 < δ ≤ 1

Το κέντρο του κάθε κύκλου έχει τις ακόλουθες συντεταγµένες :

C = (
x1 + x2

2
,
y1 + y2

2
)

Βάση της πιο πάνω εξίσωσης, προκύπτουν τα κέντρα των 3ων κύκλων:
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C1 = Crirj = (−
β

2
,
α

2
)

C2 = Criρj = (−
(β + γ)

2
,−

δ

2
)

C3 = Crjρj = (−
γ

2
,
α − δ

2
)

(4.2)

Για τον υπολογισµό των ακτινών των 3ων κύκλων, ϑα χρησιµοποιηθεί η εξίσωση που υπολο-

γίζει την ευκλείδεια απόσταση µεταξύ 2 σηµείων :

d =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 (4.3)

Υπολογισµός ακτίνας r1 µε διάµετρο τα σηµεία rirj. Υπολογίζεται η ευκλείδεια απόσταση

µεταξύ ri και C1:

r1 = Rrirj = d(ri , C1) =

√
[−β − (−

β

2
)]2 + (0 −

α

2
)2

=

√
(−β +

β

2
)2 + (−

α

2
)2

=

√
(−

β

2
)2 + (−

α

2
)2

=

√
β2

4
+

α2

4

=

√
α2 + β2

2

(4.4)

Υπολογισµός ακτίνας r2 µε διάµετρο τα σηµεία riϱj. Υπολογίζεται η ευκλείδεια απόσταση

µεταξύ ri και C2:
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r2 = Rriρj = d(ri , C2) =

√
[−(

β + γ

2
) + β]2 + (−

δ

2
− 0)2

=

√
(β + γ)2

4
− (β + γ)β + β2 +

δ2

4

=

√
β2 + 2βγ + γ2

4
− β2 − βγ + β2 +

δ2

4

=

√
β2 + 2βγ + γ2 − 4β2 − 4βγ + 4β2 + δ2

4

=

√
β2 + γ2 − 2βγ + δ2

4

=

√
(β − γ)2 + δ2

2

(4.5)

Υπολογισµός ακτίνας r3 µε διάµετρο τα σηµεία rjϱj. Υπολογίζεται η ευκλείδεια απόσταση

µεταξύ rj και C3:

r3 = Rrjρj = d(rj, C3) =

√
(−

γ

2
− 0)2 + (

α − δ

2
− α)2

=

√
γ2

4
+

(α − δ)2

4
− (α − δ)α + α2

=

√
γ2

4
+

α2 − 2αδ + δ2

4
− α2 + αδ + α2

=

√
γ2 + α2 − 2αδ + δ2 + 4αδ

4

=

√
α2 + 2αδ + δ2 + γ2

2

=

√
(α + δ)2 + γ2

2

(4.6)

Με τη χρήση των σηµείων του κέντρου και της ακτίνας του κάθε κύκλου, µπορούν να υπο-

λογιστούν οι εξισώσεις των 3ων κύκλων ως ακολούθως:

Εξίσωση κύκλου 1 = Κύκλος rirj =

(x +
β

2
)2 + (y −

α

2
)2 =

α2 + β2

4
(4.7)
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Εξίσωση κύκλου 2 = Κύκλος riϱj =

(x +
β + γ

2
)2 + (y +

δ

2
)2 =

(β − γ)2 + δ2

4
(4.8)

Εξίσωση κύκλου 3 = Κύκλος rjϱj =

(x +
γ

2
)2 + (y −

α − δ

2
)2 =

(α + δ)2 + γ2

4
(4.9)

4.2.2 Εξισώσεις Ανισοτήτων ϐάση υποθέσεων

1. Από την 1η υπόθεση, ϑα υπολογιστούν οι εξισώσεις ανισοτήτων µεταξύ των µεταβλητών

α, ϐ, γ, δ. Η υπόθεση που έγινε είναι ότι το ϱj, ϐρίσκεται έξω από τον κύκλο rirj.

d[ρj, k(rirj)] > Rrirj

d[(−γ,−δ), (−
β

2
,
a

2
)] >

√
α2 + β2

2√
(−

β

2
+ γ)2 + (

α

2
+ δ)2 >

√
α2 + β2

2

(

√
(−

β

2
+ γ)2 + (

α

2
+ δ)2)2 > (

√
α2 + β2

2
)2

(−
β

2
+ γ)2 + (

α

2
+ δ)2 >

α2 + β2

4
β2

4
− βγ + γ2 +

α2

4
+ αδ + δ2 >

α2 + β2

4
β2

4
−

4βγ

4
+

4γ2

4
+

α2

4
+

4αδ

4
+

4δ2

4
>

α2 + β2

4

β2 − 4βγ + 4γ2 + α2 + 4αδ + 4δ2 > α2 + β2

4γ2 + 4δ2 − 4βγ + 4αδ > 0

γ2 + δ2 − βγ + αδ > 0

(4.10)

2. Από την 2η υπόθεση, ϑα υπολογιστούν οι εξισώσεις ανισοτήτων µεταξύ των µεταβλητών

α, ϐ, γ, δ. Η υπόθεση που έγινε είναι ότι το rj, ϐρίσκεται έξω από τον κύκλο riϱj.
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d[rj, k(riρj)] > Rriρj

d[(0, a), (−
(β + γ)

2
,−

δ

2
)] >

√
(β − γ)2 + δ2

2√
[−

(β + γ)
2

− 0]2 + (−
δ

2
− α)2 >

√
(β − γ)2 + δ2

2

(

√
[−

(β + γ)
2

− 0]2 + (−
δ

2
− α)2)2 > (

√
(β − γ)2 + δ2

2
)2

[−
(β + γ)

2
− 0]2 + (−

δ

2
− α)2 >

√
(β − γ)2 + δ2

4

(−
β + γ

2
)2 +

δ2

4
+ αδ + α2 >

β2 − 2βγ + γ2 + δ2

4
β2 + 2βγ + γ2

4
+

δ2

4
+

4αδ

4
+

4α2

4
>

β2 − 2βγ + γ2 + δ2

4

4βγ + 4αδ + 4α2 > 0

α2 + αδ + βγ > 0

(4.11)

3. Από την 3η υπόθεση, ϑα υπολογιστούν οι εξισώσεις ανισοτήτων µεταξύ των µεταβλητών

α, ϐ, γ, δ. Η υπόθεση που έγινε είναι ότι το ri, ϐρίσκεται έξω από τον κύκλο rjϱj.
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d[ri, k(rjρj)] > Rrjρj

d[(−β, 0), (−
γ

2
,
α − δ

2
)] >

√
(α + δ)2 + γ2

2√
(−

γ

2
+ β)2 + (

α − δ

2
)2 >

√
(α + δ)2 + γ2

2

(

√
(−

γ

2
+ β)2 + (

α − δ

2
)2)2 > (

√
(α + δ)2 + γ2

2
)2

(−
γ

2
+ β)2 + (

α − δ

2
)2 >

(α + δ)2 + γ2

4

4(−
γ

2
+ β)2 + 4(

α − δ

2
)2 > (α + δ)2 + γ2

4(
γ2

4
− βγ + β2) +

4(α − δ)2

4
> (α + δ)2 + γ2

4(
γ2

4
− βγ + β2) + α2 − 2αδ + δ2 > α2 + 2αδ + δ2 + γ2

γ2 − 4βγ + 4β2 + α2 − 2αδ + δ2 > α2 + 2αδ + δ2 + γ2

4β2 − 4βγ − 2αδ > 2αδ

4β2 − 4βγ − 4αδ > 0

β2 − βγ − αδ > 0

(4.12)

Επίσης, λόγω του viewing range που είναι 1, συµπεραίνεται ότι η διάµετρος του κάθε κύκλου

είναι ≤ 1. Αυτό σηµαίνει ότι η ακτίνα του κάθε κύκλου είναι ≤ 1
2 .

Βάση αυτού, προκύπτουν οι ακόλουθες ανισότητες :

r1 = Rrirj ≤
1
2

√
α2 + β2

2
≤

1
2

α2 + β2 ≤ 1

(4.13)
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r2 = Rriρj ≤
1
2√

(β − γ)2 + δ2

2
≤

1
2

(β − γ)2 + δ2 ≤ 1

β2 − 2βγ + γ2 + δ2 ≤ 1

(4.14)

r3 = Rrjρj ≤
1
2√

(α + δ)2 + γ2

2
≤

1
2

(α + δ)2 + γ2 ≤ 1

α2 + 2αδ + δ2 + γ2 ≤ 1

(4.15)

• Σύνοψη ανισοτήτων:

• γ2 + δ2 − βγ + αδ > 0

• α2 + αδ + βγ > 0

• β2 − βγ − αδ > 0

• α2 + β2 ≤ 1

• β2 − 2βγ + γ2 + δ2 ≤ 1

• α2 + 2αδ + δ2 + γ2 ≤ 1

• 0 < α ≤ 1

• 0 < β ≤ 1

• 0 < γ ≤ 1

• 0 < δ ≤ 1
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4.3 Λύση συστήµατος ανισοτήτων

΄Εχοντας το σύστηµα που αποτελείται από τις ανισότητες που υπολογίστηκαν στο προηγο-

ύµενο section, γράφτηκε ένα πρόγραµµα στη γλώσσα προγραµµατισµού python έτσι ώστε

να διαπιστωθεί αν το σύστηµα έχει λύση. Αν το σύστηµα δεν είχε λύση, τότε οι αρχικές

υποθέσεις δεν ϑα ίσχυαν και ϑα οδηγούµασταν σε αντίφαση.

Ο κώδικας που υπολογίζει αν το σύστηµα µε τις ανισότητες έχει λύση, παρουσιάζεται στο

Παράρτηµα Εʹ.1 όπως και η εκτέλεση στο Παράρτηµα Εʹ.2.

Η εκτέλεση του προγράµµατος υπολόγισε λύση στο σύστηµα µε τις ακόλουθες τιµές στις

µεταβλητές :

• α = 0.37500000186264515

• ϐ = 0.6250000018626451

• γ = 0.37500000186264515

• δ = 0.37500000186264515

Αναθέτωντας τις υπολογιζόµενες τιµές των µεταβλητών στις εξισώσεις των κέντρων και ακτινών

των κύκλων που υπολογίστηκαν στο προηγούµενο section, προκύπτει το ακόλουθο γράφηµα

(ϐλ. εικόνα 4.2). ΄Οπως ϕαίνεται και στο γράφηµα, οι εξισώσεις και οι υπολογιζόµενες τιµές

των µεταβλητών είναι λογικές. Επίσης, παρατηρείται ότι οι αρχικές υποθέσεις ισχύουν αφού

το σύστηµα έχει λύση. ΄Ετσι, δεν υπάρχει αντίφαση.

Στο γράφηµα (ϐλ. εικόνα 4.2) οι κύκλοι µε γκρίζο χρώµα είναι και το gabriel graph κριτήριο

που καθορίζει αν τα ϱοµπότ είναι gabriel neighbors µεταξύ τους. Παρατηρείται ότι όλα τα

ϱοµπότ γειτνιάζουν µεταξύ τους.
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Σχήµα 4.2: Ανάθεση τιµών µεταβλητών α, ϐ, γ, δ που υπολογίστηκαν από το πρόγραµµα
python και σχεδιασµός κύκλων ϐάση των υπολογιζόµενων εξισώσεων των κύκλων.

4.4 Υπολογισµός MEC σηµείων ri, rj, ϱj

Για τον υπολογισµό του ελάχιστου κύκλου κάλυψης MEC των σηµείων ri, rj, ϱj, γράφτηκε

ένα πρόγραµµα στη γλώσσα προγραµµατισµού python, το οποίο υπολογίζει το κέντρο και

την ακτίνα του ελάχιστου κύκλου κάλυψης αυτών των σηµείων.

Ο κώδικας που υπολογίζει το κέντρο και την ακτίνα του ελάχιστου κύκλου κάλυψης (MEC),

παρουσιάζεται στο Παράρτηµα ∆ʹ.1 όπως και η εκτέλεση στο Παράρτηµα ∆ʹ.2.

Η εκτέλεση του προγράµµατος υπολόγισε τις ακόλουθες τιµές για το κέντρο και την ακτίνα

του ελάχιστου κύκλου κάλυψης που περικλύει τα σηµεία ri, rj και ϱj:

• κέντρο = (-0.20535714 ,0.00892857)

• ακτίνα = 0.4197378332194894
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Το επόµενο ϐήµα είναι να σχεδιαστεί ο υπολογιζόµενος κύκλος στο γράφηµα 4.2. Το απο-

τέλεσµα παρουσιάζεται στο γράφηµα 4.3.

Σχήµα 4.3: Σχεδιασµός ελάχιστου κύκλου κάλυψης (MEC) µε ϐάση το κέντρο και την ακτίνα
που υπολογίστηκαν από το πρόγραµµα python.

΄Οπως ϕαίνεται και στο πιο πάνω γράφηµα (ϐλ. εικόνα 4.3), τα 3 σηµεία ri, rj και ϱj ϐρίσκο-

νται στην περιφέρεια του ελάχιστου κύκλου κάλυψης (κύκλος µε κόκκινο χρώµα).

Αυτό, υποδεικνύει ότι και τα 3 σηµεία έχουν το ίδιο σηµείο προορισµού το οποίο είναι το

κέντρο του ελάχιστου κύκλου κάλυψης (σηµείο C). ΄Ετσι, συµπεραίνεται ότι όποια σύγκρουση

µπορεί να υπάρξει, ϑα είναι στο σηµείο προορισµού η οποία είναι αποδεκτή.

Αν κάποιο από τα 3 ϱοµπότ ri, rj και ϱj, είχε επιπλέον gabriel neighbors, τότε η πιο πάνω

διάταξη ϑα άλλαζε εντελώς, έχοντας διαφορετικό σηµείο προορισµού. Αυτό σηµαίνει ότι και

το trajectory του κάθε ϱοµπότ ϑα µπορούσε να αλλάξει έχοντας σαν αποτέλεσµα το να µην

διασταυρόνονται τα trajectories µεταξύ τους, δηλαδή να µην υπάρχουν collisions.

Το ϱοµπότ ri µπορεί να έχει επιπλέον gabriel neighbors σε αριστερότερο σηµείο από αυτό

ως προς τον x άξονα. ∆εν µπορεί να έχει gabriel neighbor στο εσωτερικό των γκρίζων κύκλων

έτσι ώστε να ικανοποιείται το κριτήριο του gabriel graph. Αυτό σηµαίνει ότι και το σηµείο

Λάµ
προ

ς ∆
ηµ

ητρ
ίου



60 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4. ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ

προορισµού του ϑα οδηγήτουν σε αριστερότερο σηµείο αφού ο ελάχιστος κύκλος κάλυψης

(MEC) του ri ϑα οδηγήτουν αριστερότερα έτσι ώστε να περικλύει και τα άλλα gabriel neighbors

του.

Το ϱοµπότ rj µπορεί να έχει επιπλέον gabriel neighbors σε ψηλότερο σηµείο από αυτό ως

προς τον y άξονα ή σε δεξιότερο σηµείο ως προς τον x άξονα. ∆εν µπορεί να έχει gabriel

neighbor στο εσωτερικό των γκρίζων κύκλων έτσι ώστε να ικανοποιείται το κριτήριο του gabriel

graph. Αυτό σηµαίνει ότι και το σηµείο προορισµού του ϑα οδηγήτουν σε ψηλότερο ή

δεξιότερο σηµείο αφού ο ελάχιστος κύκλος κάλυψης (MEC) του rj ϑα οδηγήτουν ψηλότερα ή

δεξιότερα έτσι ώστε να περικλύει και τα άλλα gabriel neighbors του.

Το ϱοµπότ ϱj µπορεί να έχει επιπλέον gabriel neighbors σε χαµηλότερο σηµείο από αυτό ως

προς τον y άξονα. ∆εν µπορεί να έχει gabriel neighbor στο εσωτερικό των γκρίζων κύκλων

έτσι ώστε να ικανοποιείται το κριτήριο του gabriel graph. Αυτό σηµαίνει ότι και το σηµείο

προορισµού του ϑα οδηγήτουν σε χαµηλότερο σηµείο αφού ο ελάχιστος κύκλος κάλυψης

(MEC) του ϱj ϑα οδηγήτουν χαµηλότερα έτσι ώστε να περικλύει και τα άλλα gabriel neighbors

του.

4.5 ΄Ελεγχος αν υπάρχει πέραν της µιας λύσης στο σύστήµα

ανισοτήτων

Για να ελεχθεί κατά πόσο το σύστηµα ανισοτήτων που υπολογίστηκαν στο προηγούµενµο

section έχει πέραν της µιας λύσης, έγινε χρήση του µαθηµατικού εργαλείου mathemati-

ca.

Το mathematica υπολόγισε πέραν της µιας λύσης στο σύστηµα ανισοτήτων. Συγκεκριµένα,

Ϲητήθηκε να εντοπιστούν µέχρι 50 λύσεις στο σύστηµα όπου και εντοπίστηκαν.

Ο κώδικας που υπολογίζει τις λύσεις στο σύστηµα ανισοτήτων µε τη χρήση του µαθηµατικού

εργαλείου mathematica, παρουσιάζεται στο Παράρτηµα ʹ.1 όπως και τα αποτελέσµατα (λύσεις

συστήµατος) στο Παράρτηµα ʹ.2.

Αφού εντοπίστηκαν πέραν της µιας λύσης στο σύστηµα, το επόµενο ϐήµα ήταν να υπολο-

γιστεί ο ελάχιστος κύκλος κάλυψης MEC χρησιµοποιώντας λύσεις που υπολογίστηκαν για

το σύστηµα και να δηµιουργηθεί το γράφηµα µε τον ελάχιστο κύκλο κάλυψης MEC και τα

Λάµ
προ

ς ∆
ηµ

ητρ
ίου



4.5. ΕΛΕΓΧΟΣ ΑΝ ΥΠΑΡΧΕΙ ΠΕΡΑΝ ΤΗΣ ΜΙΑΣ ΛΥΣΗΣ ΣΤΟ ΣΥΣΤΗΜΑ ΑΝΙΣΟΤΗΤΩΝ 61

3 σηµεία. Ο κώδικας παρουσιάζεται στο Παράρτηµα Ζʹ.1 και το γράφηµα στην εικόνα 4.4.

Σε περίπτωση που για όλες τις υπολογιζόµενες λύσεις, τα 3 σηµεία ϐρίσκονταν πάνω στην

περιφέρεια του ελάχιστου κύκλου κάλυψης, τότε ο αλγόριθµος ϑα ϑεωρείται collision-less,

λόγω του ότι και τα 3 σηµεία ϑα έχουν κοινό σηµείο προορισµού, και οι συγκρούσεις στο

κοινό σηµείο προορισµού είναι αποδεκτές όπως επεξηγήθηκε προηγουµένως.

Σχήµα 4.4: ΄Οπως παρατηρείται και στο γράφηµα, τα 3 σηµεία ϐρίσκονται στην περιφέρεια
του MEC και στις δύο λύσεις. Αυτό υποδεικνύει ότι πιθανές συγκρούσεις ϑα είναι στο κοινό
σηµείο προορισµού τους που είναι αποδεκτό.

• Κέντρο ελάχιστου κύκλου κάλυψης (MEC):
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kmec = (−
−αβ2 − αγ2 − α2δ + β2δ − αδ2

2(αβ − αγ + βδ)
,−
−α2β + α2γ − β2γ + βγ2 + βδ2

2(αβ − αγ + βδ)
) (4.16)

• Ακτίνα ελάχιστου κύκλου κάλυψης (MEC):

Rmec =

√
(−α2β + α2γ − β2γ + βγ2 + βδ2)2

4(αβ − αγ + βδ)2 + (β −
αβ2 − αγ2 − α2δ + β2δ − αδ2

2(αβ − αγ + βδ)
)2 (4.17)

• Εξίσωση ελάχιστου κύκλου κάλυψης (MEC):

(x +
−αβ2 − αγ2 − α2δ + β2δ − αδ2

2(αβ − αγ + βδ)
)2 + (y +

−α2β + α2γ − β2γ + βγ2 + βδ2

2(αβ − αγ + βδ)
)2 =

(−α2β + α2γ − β2γ + βγ2 + βδ2)2

4(αβ − αγ + βδ)2 + (β −
αβ2 − αγ2 − α2δ + β2δ − αδ2

2(αβ − αγ + βδ)
)2

(4.18)

Χρησιµοποιώντας την εξίσωση του ελάχιστου κύκλου κάλυψης και 2 από τις λύσεις του

συστήµατος ανισοτήτων (µεταβλητές α, ϐ, γ, δ), σχεδιάστηκε ο ελάχιστος κύκλος κάλυψης

µαζί µε τα 3 ϱοµπότ. ΄Οπως ϕαίνεται και στο γράφηµα 4.4, και στις 2 λύσεις του συστήµατος

τα 3 σηµεία - ϱοµπότ εµπίπτουν πάνω στην περιφέρεια του ελάχιστου κύκλου κάλυψης. Αυτό

σηµαίνει ότι αν τα 3 ϱοµπότ δεν έχουν άλλα γειτονικά ϱοµπότ, όταν εκτελεστεί ο αλγόριθµος

για το κάθε ϱοµπότ από τα 3, ϑα υπολογίσει ακριβώς τον ίδιο ελάχιστο κύκλο κάλυψης και

κατ΄ επέκταση το ίδιο σηµείο προορισµού. ΄Ετσι, τα 3 ϱοµπότ ϑα ¨συναντηθούν¨ στο κοινό

σηµείο προορισµού τους. Αυτή η σύγκρουση ϑα είναι αποδεκτή λόγω του ότι είναι στο κοινό

σηµείο προορισµού.

Στη συνέχεια, έπρεπε να ελεχθεί αν το σύστηµα ανισοτήτων ϑα είχε λύση η οποία να εµ-

ϕάνιζε κάποιο από τα 3 σηµεία στο εσωτερικό του MEC. Αν το σύστηµα είχε λύση, τότε το

ϱοµπότ που ϑα ϐρίσκεται στο εσωτερικό ϑα είχε διαφορετικό σηµείο προορισµού αφού ϑα

είχε και διαφορετικό ελάχιστο κύκλο κάλυψης, και έτσι ϑα υπήρχε περίπτωση να προέκυ-

πταν πρόωρες συγκρούσεις. Για να επιτευχθεί αυτό, στο σύστηµα ανισοτήτων προστέθηκαν

οι ακόλουθες ανισότητες (η µια ανεξάρτητα από την άλλη):
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d[ri , k(MEC)] < Rmec

√
(−
−αβ2 − αγ2 − α2δ + β2δ − αδ2

2(αβ − αγ + βδ)
+ β)2 + (−

−α2β + α2γ − β2γ + βγ2 + βδ2

2(αβ − αγ + βδ)
− 0)2 <√

(−α2β + α2γ − β2γ + βγ2 + βδ2)2

4(αβ − αγ + βδ)2 + (β −
αβ2 − αγ2 − α2δ + β2δ − αδ2

2(αβ − αγ + βδ)
)2

(4.19)

d[rj, k(MEC)] < Rmec

√
(−
−αβ2 − αγ2 − α2δ + β2δ − αδ2

2(αβ − αγ + βδ)
− 0)2 + (−

−α2β + α2γ − β2γ + βγ2 + βδ2

2(αβ − αγ + βδ)
− α)2 <√

(−α2β + α2γ − β2γ + βγ2 + βδ2)2

4(αβ − αγ + βδ)2 + (β −
αβ2 − αγ2 − α2δ + β2δ − αδ2

2(αβ − αγ + βδ)
)2

(4.20)

d[ρj, k(MEC)] < Rmec

√
(−
−αβ2 − αγ2 − α2δ + β2δ − αδ2

2(αβ − αγ + βδ)
+ γ)2 + (−

−α2β + α2γ − β2γ + βγ2 + βδ2

2(αβ − αγ + βδ)
+ δ)2 <√

(−α2β + α2γ − β2γ + βγ2 + βδ2)2

4(αβ − αγ + βδ)2 + (β −
αβ2 − αγ2 − α2δ + β2δ − αδ2

2(αβ − αγ + βδ)
)2

(4.21)

Χρησιµοποιώντας τις ανισότητες που υπολογίστηκαν πιο πάνω (ϐλ. εδώ 4.2.2), αρχικά προ-

στέθηκαν στο σύστηµα ανισοτήτων και οι 3 ανισότητες που αφορούν τον ελάχιστο κύκλο

κάλυψης και ελέχθηκε µε τη χρήση του mathematica αν το σύστηµα έχει λύση. ΄Οπως ήταν

αναµενόµενο, δεν προέκυψε κάποια λύση στο σύστηµα.

Το επόµενο ϐήµα ήταν να προστεθεί στο σύστηµα ανισοτήτων (ϐλ. εδώ 4.2.2) η µια εκ των

τριών ανισοτήτων (σε κάθε σύστηµα µια εκ των τριών ανισοτήτων) που αφορούν τον ελάχιστο
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κύκλο κάλυψης και να δηµιουργηθούν 3 ανεξάρτητα συστήµατα ανισοτήτων. ∆ηλαδή, στο

σύστηµα ανισοτήτων, οι 3 πιο πάνω ανισότητες προστέθηκαν η µια ανεξάρτητα από την

άλλη. ∆ηµιουργήθηκαν 3 συστήµατα ανισοτήτων όπου το καθένα περιείχε τις ανισότητες του

προηγούµενο section και µια εκ των τριών πιο πάνω ανισοτήτων.

Με τη χρήση του mathematica, ελέχθηκε αν τα 3 ανεξάρτητα συστήµατα ανισοτήτων είχαν

λύση. Η εκτέλεση έδειξε ότι δεν υπάρχει λύση σε κανένα από τα 3 συστήµατα ανισότήτων.

Αυτό οδηγεί στο συµπέρασµα, ότι για αυτό το σενάριο δεν µπορεί να προκύψει περίπτωση

όπου τουλάχιστον ένα εκ των τριών σηµείων - ϱοµπότ να ϐρίσκονται στο εσωτερικό του ελάχι-

στου κύκλου κάλυψης. ΄Ετσι, αφού τα 3 ϱοµπότ ϑα ϐρίσκονται πάντα στην περιφέρεια, ϑα

έχουν και κοινό σηµείο προορισµού. ΄Ετσι, αν προκύψει κάποια σύγκρουση, ϑα είναι στο

κοινό σηµείο προορισµού και των τριών ϱοµπότ η οποια είναι αποδεκτή.

Ο κώδικας που γράφτηκε και εκτελέστηκε στο µαθηµατικό εργαλείο mathematica παρου-

σιάζεται στο Παράρτηµα Ηʹ.1. Το αποτέλεσµα της εκτέλεσης ήταν το κενό σύνολο. Οπόταν,

µπορεί να διαπιστωθεί ότι όλες οι λύσεις του συστήµατος, τοποθετούν τα 3 σηµεία στην περι-

ϕέρεια του MEC και καµία λύση δεν υπάρχει που να τοποθετεί κάποιο από τα 3 ϱοµπότ στο

εσωτερικό του MEC.
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Κεφάλαιο 5

Ανασκόπηση και Μελλοντική Εργασία

5.1 Ανασκόπηση και Συµπεράσµατα

Αφού µελετήθηκαν αρκετοί αλγόριθµοι συγκέντρωσης που υπάρχουν στη ϐιβλιογραφία και

κατανοήθηκε ο τρόπος εκτέλεσης τους, το επόµενο ϐήµα ήταν να γίνει προσπάθεια να α-

ποδειχθεί κατά πόσο ο αλγόριθµος συγκέντρωσης Go-To-The-Gabriel-Center (GTGC) είναι

collision-less ή όχι.

Αρχικά, µέσω προσοµοιώσεων και case analysis, έγινε προσπάθεια να καλυφθούν όλα τα

σενάρια και καταστάσεις που µπορεί να ϐρεθεί ένα ϱοµπότ στο ευκλείδειο επίπεδο και µε την

χρήση ϑεωρηµάτων που υπάρχουν στη ϐιβλιογραφία και τον τρόπο εκτέλεσης του αλγορίθ-

µου, λήφθηκαν κάποια συµπεράσµατα που αφορούν το αν ο αλγόριθµος είναι collision-less

ή όχι.

Μέσω των προσοµοιώσεων, πάρθηκε το συµπέρασµα ότι ο αλγόριθµος µπορεί να ϑεωρηθεί

collision-less εκτός από µια συγκεκριµένη κατάσταση. ∆ηλαδή, το να ϐρεθεί σε ένα cross-

shaped graph. Για τη συγκεκριµένη κατάσταση, δεν ϐρέθηκε κάτι το οποίο να πείθει ότι

µπορούν να αποφευχθούν οι συγκρούσεις.

Στη συνέχεια, χρησιµοποιώντας τα συµπεράσµατα που λήφθηκαν από τις προσοµοιώσεις,

έγινε µια προσπάθεια να αποδειχθεί κατά πόσο είναι collision-less ο συγκεκριµένος αλγόριθ-

µος µε µαθηµατικό τρόπο. Για να επιτευχθεί αυτό, λήφθηκε σαν αναφορά µια κατάσταση η

οποία αφορά ένα γενικό σενάριο, η οποία περιέχει τρία ϱοµπότ-σηµεία, και στόχος ήταν να

διερευνηθεί αν µπορούν τα trajectories που ϑα ακολουθήσουν τα ϱοµπότ, να διασταυρωθούν
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µεταξύ τους. ∆ηλαδή, αν ϑα υπήρχαν συγκρούσεις.

Χρησιµοποιώντας το gabriel graph criterion, δηµιουργήθηκε ένα σύστηµα ανισοτήτων και

ελέχθηκε κατά πόσο υπάρχει λύση στο σύστηµα και αν υπάρχει, τότε, τι συµπερένουµε

από τη λύση ή τις λύσεις του συστήµατος. Από τις λύσεις του συστήµατος, λήφθηκε το

συµπέρασµα ότι οι µοναδικές συγκρούσεις που µπορούν να προκύψουν είναι στο κοινό

σηµείο προορισµού, όπου αυτές οι συγκρούσεις είναι αποδεκτές.

Από τα ϐήµατα που περιγράφηκαν πιο πάνω, συµπεραίνεται ότι ο συγκεκριµένος αλγόριθµος

µπορεί να ϑεωρηθεί collision-less εκτός από την κατάσταση που µπορεί να ϐρεθεί σε cross-

shaped graph. Παρόλα αυτά, λόγω του Lebesgue measure, το οποίο αναφέρει ότι αν µια

κατάσταση είναι πολύ σπάνια, δηλαδή η πιθανότητα εµφάνισης της τείνει προς το 0, τότε

µπορεί να ϑεωρηθεί ότι έχει πιθανότητα εµφάνισης 0. ΄Ετσι, σαν γενική εικόνα, λαµβάνεται

το συµπέρασµα ότι ο αλγόριθµος συγκέντρωσης Go-To-The-Gabriel-Center (GTGC) είναι

collision-less.

5.2 Μελλοντική Εργασία

Σαν µελλοντική εργασία ϑα ϑέλαµε να µελετήσουµε περαιτέρω αλγόριθµους συγκέντωσης σε

συνεχή χρόνο και στις 2 διαστάσεις του ευκλείδειου επιπέδου και να γίνει µια προσπάθεια

για δηµιουργία ενός καινούργιου αλγόριθµου συγκέντρωσης ο οποίος να είναι collision-less

για οποιαδήποτε κατάσταση ϐρεθεί. Για να επιτευχθεί αυτό, ϑα πρέπει να ϐρεθεί ένας διαφο-

ϱετικός τρόπος µε τον οποίο το κάθε ϱοµπότ ϑα καθορίζει τους γείτονες του από το ευκλείδειο

επίπεδο και επίσης, να εντοπίζει το σηµείο προορισµού του µε διαφορετικό τρόπο ο οποίος

να είναι πιο ασφαλές όσο αφορά τις συγκρούσεις. Εκτός από τη δηµιουργία καινούργιου

αλγόριθµου, ϑα µπορούσαν να εκµεταλεφθούν οι υφιστάµενοι αλγόριθµοι και προσθέτοντας

κάποια additional capabilities που µπορεί να έχει το κάθε ϱοµπότ, όπως το να έχει στατική

µνήµη ή να αυξηθεί το viewing range, να επιτευχθεί ο εντοπισµός αλγορίθµου ο οποίος ϑα

είναι collision-less για όλες τις καταστάσεις.Λάµ
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Παράρτηµα Αʹ

Γραφήµατα Σεναρίου 1 - Περίπτωσης

2

Σχήµα Αʹ.1: Απεικόνιση Σεναρίου 1 - Κατάστασης 2.3
.
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68 ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Αʹ. ΓΡΑΦΗΜΑΤΑ ΣΕΝΑΡΙΟΥ 1 - ΠΕΡΙΠΤΩΣΗΣ 2

Σχήµα Αʹ.2: Απεικόνιση Σεναρίου 1 - Κατάστασης 2.4
.

Σχήµα Αʹ.3: Απεικόνιση Σεναρίου 1 - Κατάστασης 2.5
.
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Σχήµα Αʹ.4: Απεικόνιση Σεναρίου 1 - Κατάστασης 2.6
.

Σχήµα Αʹ.5: Απεικόνιση Σεναρίου 1 - Κατάστασης 2.7
.
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70 ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Αʹ. ΓΡΑΦΗΜΑΤΑ ΣΕΝΑΡΙΟΥ 1 - ΠΕΡΙΠΤΩΣΗΣ 2

Σχήµα Αʹ.6: Απεικόνιση Σεναρίου 1 - Κατάστασης 2.8
.

Σχήµα Αʹ.7: Απεικόνιση Σεναρίου 1 - Κατάστασης 2.9
.
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Παράρτηµα Βʹ

Γραφήµατα Σεναρίου 2 - Περίπτωσης

1

Σχήµα Βʹ.1: Απεικόνιση Σεναρίου 2 - Κατάστασης 1.2
.
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72 ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Βʹ. ΓΡΑΦΗΜΑΤΑ ΣΕΝΑΡΙΟΥ 2 - ΠΕΡΙΠΤΩΣΗΣ 1

Σχήµα Βʹ.2: Απεικόνιση Σεναρίου 2 - Κατάστασης 1.3
.

Σχήµα Βʹ.3: Απεικόνιση Σεναρίου 2 - Κατάστασης 1.4
.
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Σχήµα Βʹ.4: Απεικόνιση Σεναρίου 2 - Κατάστασης 1.5
.
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74 ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Βʹ. ΓΡΑΦΗΜΑΤΑ ΣΕΝΑΡΙΟΥ 2 - ΠΕΡΙΠΤΩΣΗΣ 1

Σχήµα Βʹ.5: Απεικόνιση Σεναρίου 2 - Κατάστασης 1.6
.
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Σχήµα Βʹ.6: Απεικόνιση Σεναρίου 2 - Κατάστασης 1.7
.
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Παράρτηµα Γʹ

Κώδικας Python για υπολογισµό

συστήµατος ανισοτήτων

Γʹ.1 Κώδικας

import numpy as np

from scipy . optimize import minimize

# Define the inequal i t i es as constraint functions

def constraint1 ( x ) :

c , d , a , b = x

return c∗∗2 + d∗∗2 − b∗c + a∗d # sat isfy c^2 + d^2−bc+ad>0

def constraint2 ( x ) :

c , d , a , b = x

return a∗∗2 + a∗d + b∗c # sat isfy a^2+ad+bc>0

def constraint3 ( x ) :

c , d , a , b = x

return b∗∗2 − b∗c − a∗d # sat isfy b^2−bc−ad>0
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def constraint4 ( x ) :

c , d , a , b = x

return 1 − ( a∗∗2 + b∗∗2) # sat isfy a^2+b^2<=1

def constraint5 ( x ) :

c , d , a , b = x

return 1 − ( b∗∗2 −2∗b∗c + c∗∗2 + d∗∗2) # sat isfy b^2−2bc+c^2+d^2<=1

def constraint6 ( x ) :

c , d , a , b = x

return 1 − ( a∗∗2 + 2∗a∗d + d∗∗2 + c∗∗2) # sat isfy a^2+2ad+d^2+c^2<=1

def constraint7 ( x ) :

c , d , a , b = x

return a − 1e−6 # Sl igh t ly pos i t ive to sat isfy a > 0

def constraint8 ( x ) :

c , d , a , b = x

return b − 1e−6 # Sl igh t ly pos i t ive to sat isfy b > 0

def constraint9 ( x ) :

c , d , a , b = x

return c − 1e−6 # Sl igh t ly pos i t ive to sat isfy c > 0

def constraint10 ( x ) :

c , d , a , b = x

return d − 1e−6 # Sl igh t ly pos i t ive to sat isfy d > 0

def constraint11 ( x ) :

c , d , a , b = x

return 1 − a # sat isfy a <= 1
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def constraint12 ( x ) :

c , d , a , b = x

return 1 − b # sat isfy b <= 1

def constraint13 ( x ) :

c , d , a , b = x

return 1 − c # sat isfy c <= 1

def constraint14 ( x ) :

c , d , a , b = x

return 1 − d # sat isfy d <= 1

# Combine the constraints into a l i s t

constraints = [

{ ’ type ’ : ’ ineq ’ , ’ fun ’ : constraint1 } ,

{ ’ type ’ : ’ ineq ’ , ’ fun ’ : constraint2 } ,

{ ’ type ’ : ’ ineq ’ , ’ fun ’ : constraint3 } ,

{ ’ type ’ : ’ ineq ’ , ’ fun ’ : constraint4 } ,

{ ’ type ’ : ’ ineq ’ , ’ fun ’ : constraint5 } ,

{ ’ type ’ : ’ ineq ’ , ’ fun ’ : constraint6 } ,

{ ’ type ’ : ’ ineq ’ , ’ fun ’ : constraint7 } ,

{ ’ type ’ : ’ ineq ’ , ’ fun ’ : constraint8 } ,

{ ’ type ’ : ’ ineq ’ , ’ fun ’ : constraint9 } ,

{ ’ type ’ : ’ ineq ’ , ’ fun ’ : constraint10 } ,

{ ’ type ’ : ’ ineq ’ , ’ fun ’ : constraint11 } ,

{ ’ type ’ : ’ ineq ’ , ’ fun ’ : constraint12 } ,

{ ’ type ’ : ’ ineq ’ , ’ fun ’ : constraint13 } ,

{ ’ type ’ : ’ ineq ’ , ’ fun ’ : constraint14 }

]
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# Define a dummy objec t ive function (we only care about the constraints )

def object ive ( x ) :

return 0

# I n i t i a l guess ( should be within the feasible region i f known)

x0 = [0.5 , 0.5 , 0.5 , 0.5]

# Run the optimization to check for f e a s i b i l i t y

result = minimize ( objective , x0 , constraints=constraints , method= ’SLSQP ’ , options ={ ’ disp ’ : True } )

# Check i f a feasib le solut ion was found

i f result . success :

print ( ’A feas ib le solution exists : ’ )

print ( f ’ Solution : c = { result . x [ 0 ] } , d = { result . x [ 1 ] } , a = { result . x [ 2 ] } , b = { result . x [ 3 ] } ’ )

else :

print ( ’No feas ib le solution found . ’ )

Γʹ.2 Εκτέλεση προγράµµατος

Σχήµα Γʹ.1: Εκτέλεση προγράµµατος για υπολογισµό συστήµατος ανισοτήτων.
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Παράρτηµα ∆ʹ

Κώδικας Python για υπολογισµό MEC

∆ʹ.1 Κώδικας

import numpy as np

from scipy . spatial import ConvexHull , Delaunay

def min_circle ( points ) :

def make_circle ( points ) :

i f len ( points ) == 0:

return (None, None) , −np. in f

e l i f len ( points ) == 1:

return points [0 ] , 0

e l i f len ( points ) == 2:

c = np.mean( points , axis=0)

r = np. l ina lg .norm( points [0 ] − c )

return c , r

# Use convex hul l to f ind a star t ing point

hull = ConvexHull ( points )

start_tr iangle = points [ hull . vert ices ]

i f len ( s tart_tr iangle ) == 3:
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c , r = circumcenter ( start_tr iangle [0 ] , s tart_tr iangle [1 ] , s tart_tr iangle [ 2 ] )

else :

c , r = make_circle ( s tart_tr iangle [ : −1] )

i f np. l ina lg .norm( start_tr iangle [−1] − c ) > r :

c , r = make_circle (np.append ( start_tr iangle [: −1] , [ s tart_tr iangle [ −1]] , axis =0) )

return c , r

def circumcenter ( a , b , c ) :

d = 2 ∗ ( a [0 ] ∗ ( b [1 ] − c [ 1 ] ) + b [0 ] ∗ ( c [1 ] − a [ 1 ] ) + c [0 ] ∗ ( a [1 ] − b [ 1 ] ) )

ux = ( ( np. l ina lg .norm(a ) ∗∗ 2) ∗ ( b [1 ] − c [ 1 ] ) + (np. l ina lg .norm(b ) ∗∗ 2) ∗ ( c [1 ] − a [ 1 ] ) + (np. l ina lg .norm( c ) ∗∗ 2) ∗ ( a [1 ] − b [ 1 ] ) ) / d

uy = ( ( np. l ina lg .norm(a ) ∗∗ 2) ∗ ( c [0 ] − b [ 0 ] ) + (np. l ina lg .norm(b ) ∗∗ 2) ∗ ( a [0 ] − c [ 0 ] ) + (np. l ina lg .norm( c ) ∗∗ 2) ∗ ( b [0 ] − a [ 0 ] ) ) / d

return np. array ( [ ux, uy ] ) , np. l ina lg .norm(np. array ( [ ux, uy ] ) − a )

center , radius = make_circle ( points )

return center , radius

# Given points

a = 0.37500000186264515

b = 0.6250000018626451

c = 0.37500000186264515

d = 0.37500000186264515

points = np. array ( [ [ −b, 0] , [0 , a ] , [−c , −d ] ] )

# Calculate minimum enclosing c i r c l e

center , radius = min_circle ( points )

# Pr int the resul ts

print ( "Center of the minimum enclosing c i r c l e : " , center )

print ( "Radius of the minimum enclosing c i r c l e : " , radius )
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82 ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ ∆ʹ. ΚΩ∆ΙΚΑΣ PYTHON ΓΙΑ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟ MEC

∆ʹ.2 Εκτέλεση προγράµµατος

Σχήµα ∆ʹ.1: Εκτέλεση προγράµµατος για υπολογισµό κέντρου και ακτίνας MEC.
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Παράρτηµα Εʹ

Κώδικας Python για υπολογισµό

συστήµατος ανισοτήτων

Εʹ.1 Κώδικας

import numpy as np

from scipy . optimize import minimize

# Define the inequal i t i es as constraint functions

def constraint1 ( x ) :

c , d , a , b = x

return c∗∗2 + d∗∗2 − b∗c + a∗d # sat isfy c^2 + d^2−bc+ad>0

def constraint2 ( x ) :

c , d , a , b = x

return a∗∗2 + a∗d + b∗c # sat isfy a^2+ad+bc>0

def constraint3 ( x ) :

c , d , a , b = x

return b∗∗2 − b∗c − a∗d # sat isfy b^2−bc−ad>0
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def constraint4 ( x ) :

c , d , a , b = x

return 1 − ( a∗∗2 + b∗∗2) # sat isfy a^2+b^2<=1

def constraint5 ( x ) :

c , d , a , b = x

return 1 − ( b∗∗2 −2∗b∗c + c∗∗2 + d∗∗2) # sat isfy b^2−2bc+c^2+d^2<=1

def constraint6 ( x ) :

c , d , a , b = x

return 1 − ( a∗∗2 + 2∗a∗d + d∗∗2 + c∗∗2) # sat isfy a^2+2ad+d^2+c^2<=1

def constraint7 ( x ) :

c , d , a , b = x

return a − 1e−6 # Sl igh t ly pos i t ive to sat isfy a > 0

def constraint8 ( x ) :

c , d , a , b = x

return b − 1e−6 # Sl igh t ly pos i t ive to sat isfy b > 0

def constraint9 ( x ) :

c , d , a , b = x

return c − 1e−6 # Sl igh t ly pos i t ive to sat isfy c > 0

def constraint10 ( x ) :

c , d , a , b = x

return d − 1e−6 # Sl igh t ly pos i t ive to sat isfy d > 0

def constraint11 ( x ) :

c , d , a , b = x

return 1 − a # sat isfy a <= 1
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def constraint12 ( x ) :

c , d , a , b = x

return 1 − b # sat isfy b <= 1

def constraint13 ( x ) :

c , d , a , b = x

return 1 − c # sat isfy c <= 1

def constraint14 ( x ) :

c , d , a , b = x

return 1 − d # sat isfy d <= 1

# Combine the constraints into a l i s t

constraints = [

{ ’ type ’ : ’ ineq ’ , ’ fun ’ : constraint1 } ,

{ ’ type ’ : ’ ineq ’ , ’ fun ’ : constraint2 } ,

{ ’ type ’ : ’ ineq ’ , ’ fun ’ : constraint3 } ,

{ ’ type ’ : ’ ineq ’ , ’ fun ’ : constraint4 } ,

{ ’ type ’ : ’ ineq ’ , ’ fun ’ : constraint5 } ,

{ ’ type ’ : ’ ineq ’ , ’ fun ’ : constraint6 } ,

{ ’ type ’ : ’ ineq ’ , ’ fun ’ : constraint7 } ,

{ ’ type ’ : ’ ineq ’ , ’ fun ’ : constraint8 } ,

{ ’ type ’ : ’ ineq ’ , ’ fun ’ : constraint9 } ,

{ ’ type ’ : ’ ineq ’ , ’ fun ’ : constraint10 } ,

{ ’ type ’ : ’ ineq ’ , ’ fun ’ : constraint11 } ,

{ ’ type ’ : ’ ineq ’ , ’ fun ’ : constraint12 } ,

{ ’ type ’ : ’ ineq ’ , ’ fun ’ : constraint13 } ,

{ ’ type ’ : ’ ineq ’ , ’ fun ’ : constraint14 }

]
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86 ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Εʹ. ΚΩ∆ΙΚΑΣ PYTHON ΓΙΑ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟ ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ ΑΝΙΣΟΤΗΤΩΝ

# Define a dummy objec t ive funct ion (we only care about the constraints )

def object ive ( x ) :

return 0

# I n i t i a l guess ( should be within the feasible region i f known)

x0 = [0.5 , 0.5 , 0.5 , 0.5]

# Run the optimization to check for f e a s i b i l i t y

result = minimize ( objective , x0 , constraints=constraints , method= ’SLSQP ’ , options ={ ’ disp ’ : True } )

# Check i f a feasib le solut ion was found

i f result . success :

print ( ’A feas ib le solution exists : ’ )

print ( f ’ Solution : c = { result . x [ 0 ] } , d = { result . x [ 1 ] } , a = { result . x [ 2 ] } , b = { result . x [ 3 ] } ’ )

else :

print ( ’No feas ib le solution found . ’ )

Εʹ.2 Εκτέλεση προγράµµατος

Σχήµα Εʹ.1: Εκτέλεση προγράµµατος για υπολογισµό συστήµατος ανισοτήτων.
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Παράρτηµα ʹ

Κώδικας Mathematica για υπολογισµό

λύσεων στο σύστηµα ανισοτήτων

ʹ.1 Κώδικας

Σχήµα ʹ.1: Κώδικας mathematica για υπολογισµό 50 λύσεων στο σύστηµα ανισοτήτων.

ʹ.2 Εκτέλεση προγράµµατος

Σχήµα ʹ.2: Εκτέλεση προγράµµατος για υπολογισµό 50 λύσεων στο σύστηµα ανισοτήτων.
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Παράρτηµα Ζʹ

Κώδικας Mathematica για υπολογισµό

MEC µε ϐάση τις υπολογιζόµενες τιµές

του συστήµατος ανισοτήτων.

Ζʹ.1 Κώδικας

Σχήµα Ζʹ.1: Κώδικας mathematica για υπολογισµό MEC µε ϐάση τις υπολογιζόµενες τιµές
του συστήµατος ανισοτήτων.
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Παράρτηµα Ηʹ

Κώδικας Mathematica για έλεγχο αν

υπάρχει λύση λύση στο σύστηµα όπου

ένα σηµείο να ϐρίσκεται στο εσωτερικό

του MEC

Ηʹ.1 Κώδικας
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90ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Ηʹ. ΚΩ∆ΙΚΑΣ MATHEMATICA ΓΙΑ ΕΛΕΓΧΟ ΑΝ ΥΠΑΡΧΕΙ ΛΥΣΗ ΛΥΣΗ ΣΤΟ ΣΥΣΤΗΜΑ ΟΠΟΥ ΕΝΑ ΣΗΜΕΙΟ ΝΑ ΒΡΙΣΚΕΤΑΙ ΣΤΟ ΕΣΩΤΕΡΙΚΟ ΤΟΥ MEC

Σχήµα Ηʹ.1: Κώδικας mathematica για έλεγχο αν υπάρχει λύση λύση στο σύστηµα όπου ένα
σηµείο να ϐρίσκεται στο εσωτερικό του MEC.
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